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B
mahami mata kuliah Analisis Kompleks. Hal ini terbukti dari 
hasil ujian semester yang menunjukkan banyaknya mahasiswa 
yang mendapat nilai C, D bahkan E. Mahasiswa yang menda-
pat nilai A dan B bisa dihitung dengan jari. 

Sudah  lama  sebenarnya  penulis  ingin  menyelesaikan 
karya  ini.  Namun  sempitnya  waktu  dan  ditambah  lagi 
kesibukan  penulis  sebagai  Ketua  Program  Studi  2  
periode  (2004  s/d  2012) mengakibatkan  proses  pembuatan 
buku ajar Analisis  Kompleks  ini  baru  bisa  terselesaikan  
tahun  ini.  Melalui  buku  berjudul  ‘Mudah  Memahami  
Analisis  Kompleks’  ini,  penulis  berharap  mahasiswa  
dapat  lebih mudah memahami mata kuliah ini.

Buku ini disetting sedemikian rupa sehingga mengikuti 
 silabus  mata  kuliah,  Pembahasan  buku  ini  terdiri  dari 
lima.  Bab  I  membahas  tentang  bilangan  kompleks. 
Sedangkan bab  II  membahas  fungsi,  limit  dan  kekontinuan 
fungsi kompleks.  Turunan fungsi kompleks diulas di bab III, 
kemudian dilanjut- kan pembahasan integral fungsi kompleks 
di bab IV. Pada bab V,  penulis  menyajikan  ulasan  tentang  
barisan dan  deret bilangan  kompleks.  Masing-masing  bab  
diuraikan secara gamblang,  mulai  dari  pengertian,  sifat-sifat 
hingga latihan penyelesaian soal-soal.

KATA PENGANTAR

Bismillahirrahmanirrahim

uku yang ada di hadapan pembaca ini terinspirasi dari 
pengalaman penulis sebagai dosen pengampu mata ku-
liah Analisis Kompleks. Begitu susahnya mahasiswa me-
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Rasa syukur penulis haturkan ke hadirat Allah Ta’ala, 
sebab hanya atas berkat, rahmat dan hidayah-Nya, buku ini 
dapat diselesaikan. Shalawat dan salam semoga senantiasa 
tercurah-kan kepada junjungan kita Nabi Muhammad 
Shalallahu ‘alaihi wasallam.                              

Sebelumnya  tak  pernah  terpikir  oleh  penulis  untuk 
menerbitkan buku ini. Masih banyak ilmu yang belum penuli 
kuasai dan minimnya pengalaman dalam dunia kepenulisan 
adalah  ganjalan  utama  dalam  proses  penyelesaian  buku  ini. 
Meski  de-mikian,  hal  ini  tidak  mengurangi  hasrat  penulis 
untuk selalu mencoba lebih baik dan lebih baik lagi. Apalagi 
dalam  profesi  sehari-hari  sebagai  dosen,  penulis  selalu 
berusaha  mengembangkan  diri  dan  berpikir  untuk  selalu 
berkarya dan membagi manfaat kepada orang lain. Buku ini 
diterbitkan  atas  bantuan  dana  dari  pihak  Universitas  Islam 
Riau.  Untuk itu  penulis  mengucapkan terimakasih  yang  tak 
terhingga kepada pihak Universitas Islam Riau sehingga buku 
ini bisa diterbitkan. 

Ucapan  terima  kasih  secara  khusus  dan  teristimewa  
penu- lis  haturkan  kepada  Ibunda  penulis  yang  selalu 
senantiasa ber- mohon kepada Allah, semoga anaknya selalu 
diberi Allah ke-mudahan dalam menjalani hidup ini. Kepada 
suami  tercinta,  Dr.  H.  Eddy  Asnawi,  SH.,  M.Hum  dan 
anak-anak;  Muhammad  Ghaffar,  Muhammad  Luthfi  dan 
Muhammad Aziz Habiburra- him, yang telah menjadi sumber 
inspirasi  yang  tak  ada  habisnya  dalam  menjalani  aktivitas 
penulis, baik sebagai dosen maupun sebagai sebagai orangtua. 
Kepada  Ayah  dan  anak  penulis  yang  kedua,  Muhammad 
Thariq  Al-Ikram,  yang  keduanya  telah  almarhum,  buku  ini 
menjadi  sebuah  tanda  penghormatan  dan  doa  dari  penulis, 
semoga Allah SWT memberikan ampunanNya.   
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Semoga buku ini bermanfaat bagi pembaca khususnya ma-
hasiswa di lingkungan program studi  Pendidikan Matematika 
FKIP UIR dan umumnya pemerhati Matematika.

- oOo -

Penulis  yakin,  buku  ini  masih  banyak  terdapat 
kekurangan. Kritik dan saran yang konstruktif sangat penulis 
harapkan demi perbaikan buku ini ke depan.

Pekanbaru,  April 2014

Penulis,
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BAB 1 
BILANGAN KOMPLEKS 

A. Definisi
Sebelum mengenal lebih jauh himpunan bilangan 

kompleks, akan diperkenalkan terlebih dahulu bilangan 
imajiner atau bilangan khayal. Dalam himpunan bilangan 
real R, kita tidak dapat menyelesaikan persamaan x2+1=0, 
karena akan diperoleh ± -1. Sehingga untuk menyelesaikan 
persamaan tersebut, kita memerlukan himpunan bilangan 
yang baru. Himpunan bilangan baru ini dinamakan 
himpunan bilangan imajiner atau bilangan khayal. 

Bilangan imajiner atau bilangan khayal adalah bilangan 
yang merupakan akar kuadrat dari suatu bilangan negatif, 
misalnya                                          , dan sebagainya. Jika 
bilangan real R digabungkan dengan bilangan imajiner atau 
bilangan khayal, maka disebut bilangan kompleks. 
Himpunan bilangan kompleks yang secara umum 
disimbolkan dengan Z telah banyak aplikasinya dalam 
bidang fisika. Konsep bilangan kompleks secara alamiah 
muncul pada abad ke-16, yaitu ketika para ahli matematika 
ingin meng-ekspresikan seluruh akar dari polynomial. 

 
 

25 , ,,, -161375

 
Bilangan kompleks adalah bilangan yang berbentuk   z = x + 
iy, di mana x dan y bilangan real dan i2 = –1. Jika nilai x  0 
dan y = 0 maka z = x + iy, merupakan bilangan kompleks 
yang real. Jika nilai x = 0 dan y  0 maka z = x + iy, 
merupakan bilangan imajiner murni. Notasi bilangan 

Definisi 1 

1 



2  | Analisis Kompleks

kompleks dinyatakan dengan huruf z, sedang huruf x dan y 
menyatakan bilangan real im nan semua bilangan 
kompleks  diberi notasi Z. Ja

. H pu
di 

Z  = { z | z = x + iy, x R, y R }. 
Jika z = x + iy menyatakan sembarang bilangan 

kompleks, maka x dinamakan bagian real dan y bagian 
imajiner dari z. Bagian real dan bagian imaginer dari 
bilangan kompleks z biasanya dinyatakan dengan Re(z) dan 
Im(z). 

 
 

 
Bilangan kompleks z1=x1+iy1 dan bilangan kompleks 

z2=x2+iy2 dikatakan sama, yaitu z1=z2, jika dan hanya jika 
x1=x2 dan y1=y2.  

Definisi 2 

Dapat juga bilangan kompleks z dituliskan  pasangan terurut 
(x,y) dari bilangan nyata x dan y. 
   
B. Operasi Pada Bilangan Kompleks 

Penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian dua 
bilangan kompleks didefinisikan sebagai berikut:  
Misalkan  
z1 = (x1,y1)= (x1 + i,y1 ) dan z2 = ( x2 ,y2) =( x2+ i y2), maka: 

z1 + z2  = (x1 + x2, y1 + y2 ) atau  
z1 + z2  = (x1 + x2)+ i, (y1 + y2) 
z1- z2  = (x1 + x2, y1 + y2 ) atau  
z1- z2  = (x1 + x2)+ i, (y1 + y2) 
z1. z2  = (x1x2 – y1 y2, x1 y2 – x2 y1 ) 
atau z1. z2  = (x1x2 – y1 y2)+ i (x1 y2 – x2 y1 ) 

2 
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3 

 

 
C. Sifat-Sifat Bilangan Kompleks 

1. Sifat Tertutup
a. Tertutup terhadap Penjumlahan  

Artinya jika z1 dan  z2 adalah anggota bilangan 
kompleks maka z +z2  Z 1
atau jika z1, z2  Z, maka z1 +z2  Z 

b. Tertutup terhadap Pengurangan  
Artinya jika z1 dan  z2 adalah anggota bilangan 
kompleks maka z1- z2  Z 
atau jika z1, z2  Z maka z1- z2  Z 

c. Tertutup terhadap Perkalian  
Artinya jika z1 dan  z2 adalah anggota bilangan 
kompleks maka z .z2  Z 1
atau jika z1, z2  Z maka z1.z2  Z. 

d. Tertutup terhadap Pembagian 
Artinya jika z1 dan  z2  adalah anggota bilangan 
kompleks maka z1/ z2  Z 

2. Sifat Komutatif  
a. Komutatif Penjumlahan : z  z  = z + z1 1+ 2 2 
b. Komutatif Perkalian  : z1+ z2 = z2 + z1 

3. Sifat Assosiatif  

. z3) 
4. Sifat Distributif

a. Distributif  perkalian terhadap penjumlahan 

( z2 + z3 ) 
b. Assosiatif  Perkalian : ( z1 . z2 ) z3 = z1( z2 

a. Assosiatif  Penjumlahan : ( z1 + z2 ) + z3 = z1+ 
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( z1 + z2 ) z3 = z1z3 + z2 z3  atau  
z1( z2 + z3 )= z1z2 + z1z3  

b. Distributif  perkalian terhadap pengurangan 
( z1 - z2 ) z3 = z1 z3 - z2 z3  atau  
z1( z2 - z3 )  = z1 z2 - z1z3  

5. Sifat Identitas
a. Identitas terhadap penjumlahan

z  Z  di mana 0 + 0i = 0  Z sehingga z + 0 = 0 
+ z = z 

4 

D. Bilangan Kompleks Sekawan 
s Sekawan 

pleks, maka 
bila

b. Identitas terhadap perkalian
z  Z  di mana 1 + 0i = 1  Z sehingga z . 1 =  1 . 
z = z 

6. Sifat Invers 
a. Invers terhadap penjumlahan

z  Z di mana invers dari z adalah –z  Z 
sehingga  z + (-z) = 0 

b. Invers terhadap perkalian  
z  Z  di mana invers dari z adalah z-1  Z  
sehingga  z . z-1= 1   
 

1.  Pengertian Bilangan Komplek
Jika z = x + iy= (x,y) bilangan kom
ngan kompleks sekawan konjuget)  dari z ditulis  , 

didefinisikan sebagai  = x - iy= (x,- y). Dari z = x + iy 
dan  = x – iy, diperoleh x = dan y =  
Sifat-Sifat Bilangan Komple2. ks 

leks sekawan di dalam 
him

Operasi aljabar bilangan komp
punan bilangan kompleks memenuhi sifat-sifat 

berikut:  
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pleks, maka: 

=  2 Re(z)  

)]2 
aka : 

 

. Arti Geometris Bilangan Kompleks pada Bidang 
Kompleks 

s diberi nama bidang Argand atau 
ilangan kompleks, 

a

a. Jika z bilangan kom
1)  
2)   
3)   =  2 Im(z)  

2 4) z     =  [Re(z)] + [Im(z
b. Jika z , z  bilangan kompleks, m

1 2
1)

2)  
2121 zzzz

3)  
2121 zzzz

2121 zzzz

E

1. Arti geometris bilangan kompleks 
Bidang komplek 

bidang Z. Jika z= x + yi adalah b
m ka z dapat digambarkan pada bidang Argand atau 
bidang Z.  Sebagai arti geometris bilangan kompleks 
adalah: 

 

22 zz
11 zz
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Gambar 1  

Representasi Bilangan Kompleks Z Pada Bidang Kompleks 

2. Arti geometris penjumlahan bilangan kompleks 
  Jika z1= x1+iy1, z2= x2+iy2, maka z1+ z2=x1+ 

x2+i(y1+y2) dapat digambarkan pada bidang Argand atau 
bidang z sebagai berikut. 

 
Gambar 2  

6 

Representasi  z1+ z2 pada bidang kompleks
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33. Arti geometr
Jika z1= x1+
pada bidang A

ris penguranga
+iy1, z2 = x2+iy
Argand atau bid

an bilangan kom
y2, maka z1- z2 d
dang z. 

mpleks
digambarkan 

 

Gambaar 3  
Repreesentasi  z1- z2 padda bidang komplekks 

FF. Modulus (Ni

D

 

efinisi 1: 
 
Modulus (N
dilambangkan
Adapun nila
adalah bilang
Arti geomet
terbentuk dar
(bidang Arga
dari titik asal
Adapun gamb

Definisi 3

ilai Mutlak) Bil

Nilai Mutlak) d
n dengan |z | =  

ai dari |z| = 
gan riil. 
tris |z| menyat
ri titik (0,0) ke 
and) atau panja
l 0 terhadap titik

langan Komple

dari bilangan 
|x + iy| 

bar |z| pada bida

 di ma

takan panjang 
(x,y) pada bidan

ang vektor (x,y)
k z =( x,y).  

eks 

kompleks z 

ana nilainya 

garis yang 
ng kompleks 
) yaitu jarak 

ang kompleks addalah: 

7 
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Gambar 4   

Representasi|z| pada bidang kompleks 
 

8 

Akibat definisi di atas, jika z1 = x1+iy1, z2 = x2+iy2, 
maka: 

|z1- z2|=  
menyatakan jarak antara titik z1dan z2 pada bidang 
kompleks. 
Adapun gambar | z1- z2| pada bidang kompleks adalah: 

 
Gambar 5   

Representasi| z1- z2 | pada bidang kompleks 
 
 Sifat- sifat dari nilai mutlak bilangan kompleks 

1. Jika z bilangan kompleks, maka: 
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G

a. |z|2 =
b. |z| =  

 [Re(z)]2 + [Im(

c. |z|2 =
d. |z| 
e. |z| I

2. Jika z  d

 
(z)]2 

a1
a. | z1 z2

b.

|Re(z)|  Re(z)
Im(z)|  Im(z) 

an z  bilangan koompleks, maka:2

2 | = |z1| | z2| 

c.  + | z1
d. | z1 - z

   , 2  
z |  |z | +| z

 z 0

2 1

e. | z1 - z
 

G. Bentuk Pola

2|
z2 | |z1| - | z2|
z2 | |z1| - | z2||| 

Eksponen dari 
Kompleks 
Dalam koo

ar (Kutub) dan 

r
dinyatakan d
di bawah in

= |
dengan oz. B
pada bidang A

Representasi

rdinat polar bil
dengan r dan  y
ni, didapat x = 
|z|,  adalah su
Bilangan kompl
Argand sebagai 

Gamba
i z =  r cos + isi

langan komplek
yaitu z =(r,  ).

r cos  , y = 
udut antara sum
leks ini dapat d
berikut: 

ar 6   
n pada bidang k

9 

Bilangan

s z= (x,y) k
Dari gambar 
r sin , r = 

mbu x positif 
digambarkan 

kompleks 

 z  
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U
m
D
b
b

 
 
P
d

z
 
 
 
 
D
(
d
 
R
d

Untuk z 0, sud
maka r=0 dan d

ut  dihitung  

Dari keterangan
bilangan komple
bentuk : 

z = r (c

Pada bilangan k
disebut argumen

 atau
z. 
 

Dua bilangan ko
(cos  +i sin 
dan z1 = r1 dan 

Rumus Euler : 
dalam bidang ko

Definisi 4 

Definisi 5 

n di atas, maka
eks z= (x,y) = x +

ari tan = y/xx

cos  +i sin  
 

kompleks z=r(c
nt dari z ditulis 
u  d

 

mpleks z1=r1 (c
 dikatakan sa m

  =  . 

mpleks 

d
mbarang. 
a bentuk polar 
+ iy dapat dinya

, jika z = 0, 

(kutub) dari 
atakan dalam 

os  +i sin c
. Sud

disebut argumen

, sudut  
ut  dengan d

nt utama dari 

cos  +i sin 
ma yaitu z1 = z2

, dapat 

dan  z2 = r2 
  jika r1 = r2 

ddigambarkan 

 

10 

d d
 dapat dipilih sem
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z  ) = r  
z 

mpleks z = 3+ i dalam bentuk 
polar dan eksponen 

Jawab: 
z = 3+ i, diperoleh r = 2dan 

Dengan menggunakan rumus Euler, bentuk polar bilang-
an kompleks dapat dirubah menjadi 
   =r
Ini merupakan bentuk pangkat dari bilangan komplek 

Contoh:
Nyatakan bilangan ko

, 
sehingga  
bentuk polar dari z = 3+ i adalah: z = 2 (cos 

) dan bentuk eksponennya adalah z = 2  

H. Pangkat dan Akar Bilangan Kompleks 

1.

 

Pangkat Bilangan Kompleks 
Rumus De’Moivre untuk n bilangan asli 
Apabila,  
z  = r  (cos  + sin 1 1 s )= r  ci1 1 1 1 

 = r  (cos 2 + sin 2 2)= r  cis z2 2

s(

 2

.

.

.
n + sin n ) = rn cis n ,n bilangan asli 

n dua bilangan k pleks 
jutkan secara induktif dan didapat: 

zn = rn co
maka dari itu rumus perkalia om
dapat dilan
z1 z2 z3 ... zn = r1r2r3 ... rn cos( 1 + 2 + 3 + ... + n) + i sin 
( 1 + 2 + 3 + ... + n)      (1) 
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Akibatnya, jika z1 = z2 = z3 = ... = z

12 

Khususnya untuk r = 1, didapat: 
zn= (cos  + i sin )n = (cos n  + 

i sin n )= cis n  
 
2.  D a Pembagian ua Bil ngan Kompleks 

Untuk pembagian bilangan kompleks z1= r1(cos 1 + sin
1) oleh z2= r2(cos 2 + sin 2) adalah : 

22222 sincosnco ir
22

2

111

222

1111 sincos
sicos
s ncos

sins
sincos

i
ir

ir
ir

z
z i ix

21212121
2

1

2

1 sincoscossinsinsincoscos i
r
r

z
z  

     sincos11 irz  (1)                       121
22 rz 2

Dari rumus (1) diperoleh : 

21 argargarg zzz  21
2

1

z

Akibat lain jika z = r (cos  + i sin ), maka : 

sincos11 i
rz

 

Apabila z-n manyatakan nz
1 , n bilangan asli, maka : 

)nsin  i -  n (cos
)nsin  i -  n 

)nsin  i +  n (cos r
1

)n+  n (cos r
11

n

n

x

z
z n

n

 
(cos

sin  i 

n, maka dari (1) diperoleh 
r1 = r2 = r3 = ... = rn dan 1 = 2= 3 = ... = n sehingga 
diperoleh rumus De`Moivre yaitu:  
zn =(cos +i sin )n= rn (cos n +i sin n )
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nsin  i -  n cos1n  
r

z n

n

nr  
n

z
ninz 1sincos1

 
Contoh: 

1 2

Diketahui:
z =2-2i dan z = . Tentukan 

Jawab:  
Dari rumus di atas, ditentukan dulu r1 dan  sertar2 1 dan 

2,maka diperoleh: 
= 2 r1  dan r2 =   serta  dan 1= 2 = . Dari 

persamaan (1) diperoleh: 

2
2
3 sin

2
3 cos 2

22

 -i i  

sincos 2121
11 i

r
r

z
z

3.
 membahas bentuk pangkat, maka 

selanjutnya kita akan membahas bentuk akar dari 

 
Akar dari Bilangan Kompleks 
 Setelah kita

bilangan kompleks, yaitu: 
Misalkan wn = z maka    atau w =  
Nilai-nilai akar sebanyak n buah nilai dari bentuk 
d ip g u k  b
p olar berikut ini, yaitu: 

dan   
Maka bentuk  akan menjadi: 

 
apat d eroleh den an mengac pada edua entuk 
ersamaan dalam bentuk p
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14 

 
 
Dari persamaan di atas, didapatkan ,  sehingga 

 sedangkan nilai argumen-argumennya adalah: 
    sehingga     

 k = 0,1,2,...., n – 1, k adalah bilangan integer, yaitu
untuk mendapatkan n buah nilai yang berbeda. 

w =  
atau 

   w = 
Ke-n buah nilai tersebut terletak pada suatu lingkaran 

yang berjari-jari  dengan pusat lingkaran terletak 
dititik asal dan membentuk suatu polygon beraturan 
bersisi n. 

 ke-n dari bilangan 
kompleks w, jika , dan ditulis

Bilangan kompleks z adalah akar
 jika 

 akar ke-n dari bilangan 
: 

 
dari persamaan ini 

 

diperoleh  
 , k bilangan bulat 

Akibatnya  dan 

 

k bilangan bulat dan n bilangan asli 
ada n buah akar berbeda yang memenuhi .  

kompleks , maka

, sehingga akar ke-n 
dari bilangan kompleks  adalah  
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Untuk memudahkan, dipilih bilangan bulat k = 0, 1, 2, 3, 
..., (n-1);

I. Ha

1. Hasil kali Titik Dua B
z1 =  x1 + iy1 dan z2 y2 dua bilangan 
(vektor).  

Hasil kali titik dari z1 dan z2 (juga dinamakan hasil kali 
skalar) didefinisikan dengan:  

 y y = Re { .z z2} = 

 sehingga z1, z2,..., zn sebagai 
akar ke n dari w 
 

sil Kali Titik dan Silang 

ilangan Kompleks 
Misalkan = x2 + i
kompleks 

 z10 z2 = z1  z2  cos  = x x  +1 2 1 2 1  {

}  
z1 dan z2 ya

Sifat yang dapat diturunkan dari definisi di atas adalah 
sebagai berikut : 

n sudut lan ip 
t tump

Kali Titik pada Bilangan Kompleks 
ka z1, z2 dan z3 adalah tiga buah vektor kompleks, dan m 

1) z o z = z o z  (sifat komutatif) 
f) 

 z2 = z1o (mz2) (sifat perkalian 
dengan skalar m) 

.1z z2 +z1 2z
di mana  sudut antara ng terletak antara 0 
dan . 

1. Bila z1o z2> 0 maka   merupaka c
2. Bila z1o z2< 0 maka  merupakan sudu ul 

03. Bila z1 o z2= 0 maka  = 90  atau z1 dan z2 saling 
tegak lurus/ortogonal 

Sifat-sifat Hasil 
Ji
sebuah skalar, maka berlaku: 

1 2 2 1
2) (z1 o z2) o z3= z1 o (z2 o z3) (sifat asosiati
3) z1o (z2 + z3) = z1o z2 + z1o z3 (sifat distributif)
 4) m (z1o z2)= (mz1) o  
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2.

n z2 didefinisikan dengan: 

5) z1 oz2 = 0, (garis z1 dan  z2 saling tegak lurus) 
6) z1o z1 = 2   

Hasil Kali Silang Dua Bilangan Kompleks
Hasil kali silang dari z1 da

z1 xz2 = = z1  z2  sin  = x1y2 – y1x2 = Im{ .1z z2} =   {

.1z z2 -z1 2z }  
Jelaslah bahwa 

. Suatu syarat perlu dan cukup agar z1 dan z2 sejajar 

 sisinya z1 dan z2 adalah z1 

pleks 

tif) 
3) z1 (mz2) = (mz1) xz2 = m(z1xz2) (sifat perkalian 

1 

7) z1 x (z2xz3) = (z1o z3) xz2 – (z1o z2)x z3  (sifat 
d ut

.1 2z z = ( z  o z ) + i(z  x z ) =   1 2 1 2 1 2

Jika z  dan z tak-nol, maka: 
z z   

1 2 

1. Suatu syarat perlu dan cukup agar z1 dan z2 tegak 
lurus adalah z1 o z2 = 0 

2
adalah z1 x z2 = 0 

3. Panjang proyeksi z1 pada z2 adalah z1 o z2 / z2 . 
4. Luas jajaran genjang yang

x z2 . 

Sifat-sifat Hasil Kali Silang pada Bilangan Kom
Jika z1, z2 dan z3 adalah vektor kompleks dan m adalah 
sebuah skalar, maka: 
1) z1 x z2 = z2x z     (sifat komutatif)  1
2) z1 x (z2 +z3) =( z1x z2)+ (z1x z3) (sifat distribu

dengan skalar m) 
4) z1 x z2 = 0  (garis z1 dan  z2 sejajar)   
5) 0 x z1  = z x 0 = 0  (sifat identitas 0)   
6) (z1 x z2) x z3  = z1 x (z2x z3)  (sifat asosiatif) 

istrib if) 
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LA ENYELESAIAN  
1. Misalkan z = 2-3i z 2, z1– 

z z  . z  da

TIHAN DAN P
1 dan  z2= -5 + I .Tentukan 1 + z
n 2, 1 2 . 

 Jawab: z1 + z2 = ( 2-3i ) + (-5 + i) = -3 – 2i . 
 z1– z2 = ( 2-3i ) - (-5 + i) = 7 – 4i 
 z1 . z2 = ( 2-3i )  (-5 + i) = -4 + 17i 

 dan 

   = 

+  
2. 2 1 2 1Misalkan z1= 2-3i dan  z = -5 + i.Tentukan z  + z , z – 

.z2, z1  z2 dan . 

Jawab: z1 + z2 = ( 2-3i ) + (-5 + i) = -3 – 2i . 
 z1– z2 = ( 2-3i ) - (-5 + i) = 7 – 4i 

 . z z1 2 = ( 2-3i )  (-5 + i) = -4 + 17i 

 dan  = 

 +  
Gambarkan bilangan 3. Misalkan z1 = 1+3i, z2 = 3-2i. 

kompleks z1, z2, z1+ z2 dan z1-z2 
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4. Tentukan sekawan dari 3 + 2i dan 5i  adalah –5i.  

Jawab: adalah 3 - 2i , –5i.  
5. Jika   + iy , buktikan bahwa |z|2 = z  

Bukti: |z|  x2+ y2|= (x + iy)( x + iy)= z  

 
Bukti: | z1 z2 |2=  (z1  z2) 

          
Jadi: | z1 z2 |= |||| 21 zz   

 
7. Tentukan nilai m z = 3 – 4i dan gambarkan 

pada bidang kompleks. 
Jawab: |z| = 

 z  =  x
2 = |

6. Jika z1 = x1+iy1, z2 = x2+iy2. Buktikan bahwa: | z1 z2 | = 
|z1| | z2| 

)( 21 zz
2

2
2

1221 1 |||| ))((z zzzzz

utlak dari 

= = 5 
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. Tulis bilangan kompleks berikut dalam bentuk eksponen 

. z= 2 + i 2 

 
8

(pangkat )  
a. z = 3 – i c
b. z= -3 + 4i d. z= -1-i 
Jawab: 
a.  r =  diperoleh r = 2 dan 

diperoleh  z = 2  

b.  r =  diperoleh r = 5 dan 

diperoleh  

z = 5  
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. r = c diperoleh r = 2 dan 

 

 diperoleh  z = 2  
 
d. r =  diperoleh r = 2  dan 

diperoleh  z = 2  

Jawab: 
Seandainya kita tidak mau menggunakan dalil de Moivre 
pun, kita bisa mengerjakan soal ini secara ‘tradisional’, 
yaitu dengan mengalikannya satu per satu. 

 = 27-81i+81i2-27i3= -54-54i 

na jika kita erjakannnya dengan 
nakan dalil de Moivre?  

 
= (3-3i)(3-3i)(3-3i)

 
Nah, bagaima ingin meng
menggu
r =  

 
 

,  

= .

 
9. Jika z = 3-3i, hitunglah  ? 
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n10. Tentuka   ! 
Jawab: 

Misalkan z = , berarti harus dicari penyele-saian-
penyelesaian persamaan  
z4 = -16 diperoleh z4 =  -16 = 16 

= 16 (cos  + i  sin )    
r

 = 16 = 2 
atau 

4 Ø =  + 2k Ø = 

(cos  + sin ),  

Dari pe samaan ini diperoleh:  

 , k = 0,1,2 ,3 
Jadi, 

z = 2  

Untuk k = 0 ;  = 2 cos 
Keempat akar tersebut adalah 

 + i sin  =  +  i 

 k = 1; z2 =2 cos  + i sin  = -  +  i 

        k = 2; z3 =2 cos  + i sin  = -  -  i 

            k = 3; z4 =2 cos  + i sin  =   -  i 
11.  3+4i dan z2 =-4+3i, tentukan: Jika  z1 =

a. 21 zz  
b. 21 zz  

 
P

21 zz = }724Re{)}34)(43Re{(
enyel

a. 24
esaian: 

iii  
 Atau cara lain : 

 24)3)(4()4)(3(21 zz  
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b. = 21 zz
}724Im{)}34)(43Im{(}Im{ 21 iiizz 7 

 Atau cara lain : 

 )4)(4()3)3(21  = 7  (zz
 
12. Dari soal no. 10, carilah sudut antara z  dan z  

Penyelesaian: 

Dengan menggunakan rumus 

1 2

21 zz
21cos

zz
, diperoleh: 

21

21 zcos
zz

z
= 96,02424

253443 ii
sehingga: 

1616)96,0arccos( o '  (hasil pendekatan) 
 
13. Tulis  dalam bentuk bilangan kompleks x +iy 
 
 Penyelesaian:   = x +iy 
 
          1 + 2i = (x+ iy) 2- y2 = 2ixy 
 

Diperole  2
Dengan menggunakan m eliminasi dan substitusi 

diperoleh: x = 

2 = x

h x2- y2 = 1 dan 2xy =  xy = 1 
etode 

 dan y =  sehingga dapat 

ditulis x =  
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14. m r, k  b a: 
 

 
Penyelesaian: 

 

cos      = 

Dengan menggunakan ru us Eule  tunju kan ahw

 
 
 

Rumus Euler  
Sehingga: 

2 =      

 

 

cos            

         = 

2 =     

 

SO
1. i. Tentukan 

2. Diketahui: z1 = -2 - i ;   z2  = 3 + 4i ;  dan z3 = 4 + 5i  
a.  Apakah ( z1 + 2) + z3   =  z1 + (z2 + z3)? 
b.  Apakah  (z1 3 = z1  (z2 z3)? 

3. Diketahui:  z1 = 3 + 2i ;   z2  = 1 + i ;  dan z3 = 4 + 2i. 
Tentukan (z1 . z2) + z3  

4. Tentukan nilai a dan b. jika diketahui (a+b) + i(a-b) = 
(3+2i)2+ i(2-3i) 
Jika diketahui: z1 = 3+2i dan 2
dari z  + z  

AL-SOAL 
Diketahui:  z1 = 4 + i  dan  z2  = 5- 4 z1 + z2  
dan z2 z1! 

 z
z2)z

5. z  = -2+7i. Tentukan nilai 
1 2 
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z2

h = z1 sin 

z1

 

6. Sederhanakan bent = 
i 2

452  uk z

    Redan  
z
z

z
z  7 Diketahui: z = 6i-1, tentukan  .

Jika z1=4-3i dan z2= tent kan nilai8. u  | z1- z2| 
9.
 
10.  = 4 
11. Tentukan daerah penyelesaian dari | z + 2i|  1 pada 

kompleks 
12. G barkan 2z1- z3 jika diketahui z1= 3- 4i ;  dan z3 = 4 + 

5i
3. Tentukan akar kuadrat dari -15-8i 

-10 1/3

Tentukan : 
a z1 0 z2 
b. z1 x z2 

6. Tentukan sudut lancip diantara vektor-vektor pada Soal 
13. 
Buktikan bahwa luas jajaran genjang di bawah ini adalah 

 
 
 
 

 
 
18. Tunjukkan bahwa 2 + i = 

Tentukan bentuk polar dan eksponen dari  
z = - 6+ i 2 
Buatlah grafik bilangan kompleks z + 6i  

bidang 
am
  

1
14. Hitung (1 +i 3)  dan z =(-1)  
15. Jika z1 = 3 – 4i dan z2 = -4 + 3i. 

.

1

17.
z1 x z2 . 

 
19. H
20. Buktikan bahwa | z1- z2|   | z1| - |z2 | 

itunglah (-2 + 2i) 15 



 Analisis Kompleks |  25  
25 

21. Tentukan akar-akar dari  5-2i dan 8 + 4i 5 
22. Buktikan bahwa: 
        

2 }= Re {z1}Re {z2} – Im {z1} Im {z2} 

24. ada bidang 

= 

a.

23. Buktikan : 
a. Re { z1 z
b. Im { z1 z2 }= Re {z1} Im {z2} – Im {z1} Re {z2} 
Gambarkan pertidaksamaan berikut p
kompleks: 
a. |z | > | z-1| 
b. |z+2| > 1 + |z-2| 
c. -2 < Re(z) < 0 
d. |z+i|  2 

25. Tentukan bentuk eksponen dari bilangan kompleks   z 
-2 3-2i. 

26. Buktikan bahwa: 

     11 zz
 

2
2 zz

b.      11 zz  
2

2 zz

7.  2 Tulislah bentuk  dalam bentuk x + iy. Dan 

l dari (5+4i)(3+7i)(2-3i) 

 2 | x + iy| 
lam bentuk x+ iy 

tunjukkan bahwa: 
28. Hitung  
29. Sederhanakan hasi
30. Jika z = 6 , hitunglah  

Jika31.  z = x + iy, buktikan bahwa |x | + |y | 
32. Tulis bilangan kompleks berik  daut
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33. Uraikan bentuk                                  ke dalam bentuk                        

4. Dengan menggunakan soal no.33, hitunglah: 

35. Tentukan argument dari bilangan kompleks: 
a. z = 1- i 

                               dan tunjukkan 
bahwa: 

 
 

3
 
 
 

b. z = – - i 
 
 
 

26 
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BAB 2 
FUNGSI, LIMIT DAN  

KEKONTINUAN 
 
 

1. Himpunan: koleksi titik-titik pada bidang Z. Operasi 
pada himpunan yaitu gabungan, irisan, penjumlahan dan 
pengurangan beserta sifat-sifatnya. 
a. Himpunan tertutup (closed sets). Suatu himpunan S 

dikatakan tertutup jika S memuat semua batasnya. 
b. Himpunan terbatas (bounded sets). Suatu himpunan 

S dinamakan terbatas jika kita dapat menentukan 
suatu konstanta M sehingga z < M untuk setiap titik 
z dalam S. Suatu himpunan tak terbatas adalah 
himpunan yang tidak memiliki batas. Suatu 
himpunan yang terbatas dan tertutup dinamakan 
kompak. 

c. Titik-dalam, titik-luar dan titik-batas (interior, 
exterior and boundary points). Suatu titik z0 
dinamakan suatu titik-dalam dari auatu himpunan S 
jika kita dapat menentukan suatu lingkungan  dari z0 
yang semua titiknya termasuk pada S, maka z0 
memuat titik di S dan juga titik di luar S, karena itu 
z0 dinamakan titik-batas. Jika suatu titik bukan suatu 
titik-dalam atau titik-batas dari suatu himpunan S, 
maka titik ini dinamakan titik-luar dari S.  

27 
 

Sebelum membahas pengertian fungsi kompleks, ada 
beberapa konsep dasar yang perlu diketahui, yaitu 
pendahuluan dari topologi yang menyangkut topik-topik 
berikut: 
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d. Himpunan terbuka (open sets). Himpunan terbuka 
adalah suatu himpunan yang hanya terdiri dari titik-
dalam. Sebagai contoh, himpunan titik z sehingga 
z < 1 adalah suatu himpunan terbuka. 

e. Himpunan tersambung (conected sets). Suatu 
himpunan terbuka S dikatakan tersambung jika untuk 
setiap dua titik di himpunan tersebut dapat 
dihubungkan oleh suatu lintasan berbentuk ruas garis 
lurus (yaitu lintasan segi banyak) yang semua 
titiknya terletak di dalam S. 

f. Daerah terbuka atau domain (open regions or 
domains). Suatu himpunan terbuka tersambung 
dinamakan suatu daerah terbuka atau domain. 

g. Penutup (closure) suatu himpunan (closure of a set). 
Jika suatu himpunan S kita gabungkan semua titik 
limitnya, maka himpunan baru yang terbentuk 
dinamakan penutup himpunan S dan merupakan 
suatu himpunan S dan merupakan suatu himpunan 
tertutup. 

h. Daerah tertutup (close regions). Penutup suatu 
daerah terbuka atau domain dinamakan suatu daerah 
tertutup. 

i. Daerah (regions). Jika pada suatu daerah terbuka 
atau domain kita gabungkan beberapa, semua atau 
tidak sama sekali titik limitnya, maka kita 
memperoleh suatu himpunan yang dinamakan 
daerah. Jika semua titik limitnya, maka kita 
memperoleh suatu himpunan yang dinamakan 
daerah. Jika semua limitnya digabungkan, maka 
daerahnya tertutup, dan jika digabungkan sama 
sekali, maka daerahnya terbuka.  

j. Gabungan dan irisan pada himpunan (union and 
intersection of sets). Suatu himpunan yang memuat 
semua titik pada himpuana S1 dan S2 atau pada 

28 
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keduanya dinamakan gabungan dari S1 dan S2; dan 
dinyatakan dengan S1+S2; S1 S2. Suatu himpunan 
yang memuat semua titik pada kedua himpunan S1 
dan S2 dinamakan irisan dari S1 dan S2, dan 
dinyatakan dengan S1 dan S2. 

k. Komplemen suatu himpunan (complement of a set). 
Suatu himpunan yang memuat semua titik yang tidak 
termasuk di S dinamakan komplemen dari S dan 
dinyatakan dengan Sc. 

Contoh:  

H = {z | Im(z) > 1}, maka Hc = { z | Im(z)  1}, 
I = { z | 2 < |z|  3}, maka Ic = { z | | z | 2, |z| > 3 } 

l. Himpunan nol (kosong) dan himpunan bagian (null 
sets and subset). Tepat sekali untuk memandang 
suatu himpunan yang tidak memuat satu titik pun. 
Himpunan ini namakan himpunan nol (kosong) dan 
dinyatakan dengan . Jika dua himpunan S1 dan S2 
tidak memiliki unsur persekutuan (yang dalam kasus 
ini dinamakan lepas atau himpunan saling terasing), 
maka kita dapat menuliskan hal ini dengan S1  S2 = 

. Suatu himpunan yang dibentuk dengan memilih 
beberapa, semua atau tidak sama sekali titik pada 
himpunan S dinamakan bagian dari S. Jika kita 
menghilangkan kasus di mana semua titik dari S 
dapat dipilih, maka himpunan yang terbentuk 
dinamakan himpunan bagian sejati dari S. 

29 
 

m. Himpunan terbilang  dan  tak  terbilang  (countability 
and  uncountability  of  a  set).  Jika  anggota  atau  unsur 
suatu  himpunan  dapat  dikaitkan  satu-kesatu  dengan 
himpunan  bilangan  asli  1, 2,  3,  ...,  maka  himpunan 
tersebut dinamakan terbilang dalam hal lain dinamakan 
tak-terbilang. 
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Berikut ini adalah dua teorema penting pada himpunan 
titik. 
i) Teorema Bolzano-Weierstrass. Setiap himpunan 

terbatas tak terhingga memiliki paling sedikit satu 
titik limit. 

ii) Teorema Heine-Borel. Misalkan S suatu himpunan 
kompak, yang setiap titiknya termuat dalam satu atau 
lebih himpunan-himpunan terbuka A1, A2, ..., (yang 
kemudian dikatakan cover (selubung) dari S). Maka 
terdapat sejumlah berhingga dari himpunan A1,A2, 
..., yang menyelubungi S. 

2. a.  Lingkungan z0 : himpunan semua titik z yang terletak 
dalam lingkaran yang berpusat  di  z0 berjari-jari r, r 
> 0. Ditulis N(z0, r) atau |z-z0| < r 

b. Lingkungan tanpa z0: himpunan semua titik z  z0 yang 
terletak di dalam lingkaran yang berpusat di z0, berjari-
jari r, r > 0. Ditulis N*(z0,r) atau 0 < |z-z0| < r 

Contoh: N(i,1)atau|z-i| <1dan N*(0, )atau0 < |z| <  

c. Titik limit: Titik z0 disebut titik dari himpunan S jika 
untuk setiap N*(z0, maka S N*(z0, 0 

d. Titik batas: Titik z0 disebut titik batas dari himpunan S 
jika setiap N*(z0, memuat suatu titik di S dan memuat 
suatu titik yang tidak di S. 

 
A. Fungsi  Kompleks 

Fungsi kompleks definisinya identik dengan fungsi real 
satu peubah y = f(x). Namun ada penggantian lambang 
peubah bebas x oleh z dan peubah tak bebas y oleh w. 
Dengan demikian, maka fungsi kompleks tersebut dapat 
ditulis sebagai w = f(z), di mana z pada himpunan di bidang 
kompleks. 

30 
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 disebut domain dari f, dinyatakan oleh Df dan 
nge dari f dinyatakan oleh Rf, yaitu himpunan 

iap z anggota D. 

n y digunakan, maka: 

d
).

 
Contoh-contoh fungsi kompl

w = z +10,  z 
-1  

-2

w = 1/(z2+1), se , kecuali di z =  i 

 = a0 z  + a1 z  + …. + an-1 z + an = P(z)     

Misalkan D himpunan titik pada bidang z. Fungsi kompleks 
f adalah suatu aturan yang memasangkan titik z anggota D 
dengan satu dan hanya satu titik w pada bidang w, yaitu 
(z,w) fungsi tersebut ditulis w = f(z). 
Himpunan D
f(

Definisi 1 

z) disebut ra
z) untuk setf(

Misalkan w = u + iv adalah nilai fungsi f  di z = x + iy, 
sehingga  

w= f(z) = f(x+iy)= u + iv = (x,y) + iv(x,y).
Jika koordinat polar r dan  pada x da

u + iv = f(rei ),
i mana w = u + iv dan z = rei . Sehingga f(z) dapat ditulis 

f(z) = u(r, ) + iv(r,

eks seperti berikut: 
2 fungsi dengan domain seluruhnya di bidang

w = z , fungsi dengan semua titik pada bidang z, kecuali
di z = 0  
w = z  + i z  - z , mua titik pada bidang 
z, kecuali di z = 0  

fungsi dengan se

mua titik pada bidang z

Jenis-jenis Fungsi Kompleks 
a. Fungsi suku banyak 
 Bentuk umum:  
   w n n-1

31 
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 Di mana a0  0, a1, … , an konstanta kompleks dan n 
bilangan bulat positif yang disebut derajat suku banyak 

Transformasi: w = az – b, dinamakan transformasi linier. 
2-2i) z + (4-2i) 

onen)
yi

 

etri, yaitu : 

P(z). 
 
 Contoh: w = (1+i)z3-3i z2+ 
 

spb. Fungsi pangkat (ek
z x+   w = e = e  = ex( cos y + i sin y ) 

 di mana e=2,71828…  adalah dasar logaritma natural 
(asli) 
Jika bilangan riil positif, maka kita mendefenisikan       

2a  = e2lna, di mana ln a adalah logaritma natural (asli) 
dari a. 

 
c. Fungsi trigonometri 
 Dari rumus Euler, diperoleh fungsi trigonom

cosz =  (eiz + e-iz)          dan        sin z =  (eiz - e-iz) 
 

 
 
 
 
 
 

Gambar 1. 
Grafik fungsi sin x dan cos x pada diagram Cartesius 

Dengan mengubah fungsi trigonometri dalam bentuk 
seperti di atas dan dengan memanfaatkan fungsi-fungsi 
eksponen, maka penyederhanaan dalam bentuk standar 
bilangan kompleks dapat dilakukan. 
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Sifat fungsi trigonometri riil juga berlaku untuk 
fungsi trigonometri  Sebagai contoh, kita 
m
Rumus identitas fungsi trigonometri:     Sudut negatif

kompleks.
empunyai sifat: 

: 
2

d.
ka disebut invers atau 

s-

 

sin z + cos2z = 1                                     sin (-z) = – sin z 
1 + tan2z   = sec2z                                   cos (-z) =  cos z 
1+ cot2z   = csc2z                                    tan (-z) = – tan z 

 
Fungsi invers trigonometri 
Jika z = sin w, ma w = sin-1z sin z 
arc(sin z). Dengan cara yang sama kita definisikan co
1 -1z, tan z dan lainnya. Dari rumus trigonometri,
diperoleh: 

   a. sin z = -1

b. cos z = -1    

c. tan-1z =   

d. csc-1z =   

e. sec-1z =  

f. cot-1z =  

e. Fungsi hiperbolik 
ik di n s ebagai : 

coshz = 

 

Fungsi hiperbol defi i ikan s
 (ez+e-z)       dan        sinhz = ( ez– e-z) 

 

33 
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Hubungan antara fungsi trigonometri dan fungsi 
hiperbolik: 

 hz 
 z          tanh iz = i tan z 

Con
Cari  persamaan sinh(z) = 0 

 
 

 

 
 
 
 

Gambar 2. 
sinh x dan cosh x pada diagram Cartesius 

Pada fungsi hiperbolik berlaku:  
inh(-z) = – sinhz 

cosh(-z) =  coshz 
tanh(-z) = – tanhz 

Grafik fungsi 

s

sin iz = i sin hz        cosiz = coshz            tan iz = i tan
sinh iz = i sin z        cosh iz = cos

toh:
semua solusi untuk

Jawab:  
Karena sinhz = ( e – e )= 0, makaz -z ( e – e )= 0, z -z

( ez– e-z)= 0 ez– e-z= 0 maka  
 

34 
 



 Analisis Kompleks |  35  

f. ers hiperbolik 
ungsi 

vers sin hiperbolik dari z. Dengan cara yang sama 
nh-1z dan lainnya. 

Fungsi Inv
Misalkan z = sinh w, maka w = sinh-1z disebut f
in
cosh-1z, ta
Dari rumus trigonometri diperoleh: 
a. sinh-1z =    

b. cosh-1z =    

c. tanh-1z =     

d. csch-1z =  

e. sech-1z =  

f. coth z = -1

Logaritma asli (natural) untuk z = x + iy = ln z meru-
an a i u i eksponen.  

= z , z 0 
k z = r , maka ln z = ln (r ) = ln r + i  = ln 

Nilai utama: ln z = ln |z| + i arg(z)= ln (

 

g. Fungsi logaritma 

pakan kebalik  d r  f ngs
w= ln z   ew

Misal an 
|z| + i arg(z) 

+ i 

Jadi:  jika w = u + iv dan z = r  

w u + iv= eueiv = r  

arg (x+iy) 

maka e = e
 
Sifat-sifat logaritma: 

ln (z1z2) = ln (z1) + ln (z2) 
ln  
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Contoh:  
Tentukan penyelesaian dari ln z =  
Jawab:  
ln z = = ln r + i =  , ln r = 0, r = 1 dan  =  

Maka z = r = = - i 
 

B. Limit Fun
 

 
Lim
Apabila titik z be 0  pada daerah D 
dan  bergerak mendekati suatu nilai tertentu yaitu 
w0, n mi z0, apat 
ditulis seb

 

 

imitFungsi Secara Formal  

) terdefinisi pada daerah D limit f(z) 
z  z0 ditulis

 
gsi Kompleks 

itFungsi Secara Intuisi 
rgerak mendekati titik z

 nilai f(z)
 maka dikataka  li t f(z) adalah z menuju d

agai berikut: 

L

Misal w = f(z
adalah w0 untuk 

jika > 0 , > 0 | f(z) - w0 |<   
apabila  0 <z – z0  <  

 
Catatan: 

Definisi 2 

Definisi 3 

1. Titik z0 tidak perlu termasuk domain fungsi f 
2. Peubah z menuju z0 me barang lengkungan 

nya z menuju z0 dari segala arah 
lalui sem

K, arti
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3. Apabila z menuju z0 melalui dua lengkungan yang 

 
uju

 
Con
.  Buktikan apabila f(z) = z 

:
 ( 

| , maka |f(z) 

2.  Buktikan bahwa  
i : 

ap  akan dicari  se
 apabila | z - |  

 

 minimum antara 1 dan 

berbeda saja, mengakibatkan f(z) menuju dua nilai 
yang berbeda, maka limit fungsi f tersebut tidak ada
untuk z men  z0. 

toh: 
1
 Bukti 

Harus ditunjukkan untuk setiap  terdapat 
biasanya tergantung ) sehingga |f(z) –  apabila |z 
– . Jelas ada  = |z –
– |  

 

 

 Bukt
Untuk seti hingga 
|z² - ²
Jika  

Apabila diambil  
 

²
Maka  z² -
Berarti ² 
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Pada bagian berikut, kita akan membahas beberapa teorema  
yang merupakan sifat-sifat dasar dari limit fungsi kompleks. 

 
 
Jika fungsi f mempunyai limit untuk z menuju , maka nilai 
lim
Buk

tradiksi. Andaikan f mempunyai dua nilai 

 

pabila  
nggunakan ketaksamaan segitiga 

Terakhir diperoleh hal ini 
pengandaian salah. Jadi limit f 

harus tunggal. 

 
Misalkan z = (x,y) = x + yi dan f(z) = u(x,y) + i v(x,y) 
dengan domain D. 

Teorema 1 

itnya tunggal. 
ti 

Dengan kon
limit 

Ambil bilangan positif  
 

A
Dengan me

½ ½
 

tidak mungkin, berarti 
, 

 
 Teorema 2 

38 
 



 Analisis Kompleks |  39  

Titik 

 
Maka 

. Misalkan 
 

 

 
 

 
Bukti 
a

 

Jika  
 

 

 
 dari uraian di atas adalah 

 
aka  
al ini berarti  

 

Kesimpulan
jika 
M
H

39 
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b. Misalkan 

 
 
Ini berarti untuk setiap 

 
u (x,y) -  
u (x,y) -  

  bilangan terkecil di antara 

 

Pilih  

 

 

 

ungsi Kompleks 
Misalkan ,dan c 
konstanta, maka berlaku: 

 
2.

 
3.

 

Jadi 

Sifat –Sifat Limit F

1.

40 
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4.
 

5.  

Contoh:
Buktikan sifat 2 dari sifat-sifat limit fungsi kompleks 
Sifat 2: 

 
 Menurut definisi limit, ambil  > 0 sembarang maka 

dapat ditentukan   > 0  
 |f(z) + g(z) – (A+B )| < bila 0 < z – z0 <  
 |(f(z) + g(z) ) – (A +B )| =  |f(z) – A )| + |(g(z) – B )| 
       |f(z) – A |  +    |(g(z) – B ) |  

| f(z)– A| <

 

2
 bila 0 < z – z0 < 1 

| g(z) – B|    <   bila 0 < z – z0 < 2       
2

 [f(z) + g(z)] – (A + B )  
2

 + 
2

 =   bila 0 < z

arg r il, jadi terdapat  > 0 
a 

(f(z) + g(z) ) – (A+B ) <  untuk 0 < z – z0 <  yang 
berarti lim {f(z) + g(z) } = A + B 

Ketakberhinggaan
Melalui transformasi w = 1/z titik z = 0 dipetakan ke 

w = , yang dinamakan titik di tak hingga pada 
a, kita menyatakan z =  

sebagai titik di tak hingga pada bidang –z. Untuk mengamati 

 – z0 <  

Dengan  diambil dari h a te kec
sehingg

 

dalam 
bidang- w. Dengan cara yang sam

41 
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perilaku f(z) di z = , cukup dengan memisalkan z = 1/w 
dan menguji perilaku f (1/w) di w = 0. 

engatakan bahwa   =   atau z) e
ntuk z mendekati tak berhingga, jika untuk setiap > 0 kita 

entukan M > 0 sehingga <  bilamana 

ndekati 

tak berhingga untuk z mendekati , jika untuk setiap N > 0

Misalkan fungsi  terdefinisi di  pada bidang-  dan 
titik   dikatakan 
kontinu di 0 apabila 
 

0

ungsi  dikatakan kontinu pada suatu daerah R apabila 
etiap titik pada daerah R tersebut. 

 
 

Kita m f(  m ndekati l 

D 4efinisi  

u
dapat men

> M. 
  =  atau f (z) meKita mengatakan bahwa  

< . 

C.  KekontinuanFungsi 
 
 

 0 terletak pada interior  fungsi

Definisi 5 

 0) 
Secara terinci syarat fungsi  kontinu di z0 adalah 

1. ) ada 
2. ) ada 
3. ) = 0) 

F
 kontinu di s

Persyaratan ini mengandung arti bahwa fungsi hanya 
mungkin kontinu pada titik dalam daerah definisinya. 

42 
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Fungsi f(z) disebut diskontinu di titik z =  jika sala  
satu atau lebih persyaratan kontinu tidak dipenuhi. Berbagai 
corak ketidakkontinuan diterangkan oleh beberapa contoh 
sebagai berikut: 

h

Contoh: f(z) =  diskontinu di z = 2 karena 

 f (z) =  

=   

=   
f (2) tidak dapat didefinisikan (penyeb

  tak ada 

        f(z) 
 

  

ut 0) 

Secara geometris dapat dilihat pada gambar di bawah ini. 

       0 
2  z 

 
 
  

 

               -  

 
    

Gambar 1  Fungsi f(z) =  tidak kontinu di z = 2 

Fungsi kontinu untuk semua nilai z kecuali untuk z = 2. 
tidakkontinuan ini dapat dihapuskan. 

Secara implisit dari definisi kekontinuan menunjukkan 
bahwa jika  kontinu di z0, maka  terdefinisi pada 

 

Ke
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lingkungan  dari 0. kekontinuan fun   di titik 1 
da

Dalam h
dari

gsi 
lam hal 1 titik batas D dapat didefinisikan asalkan 

lingkungan yang dijalani oleh  menuju 1 masih di dalam D. 
al ini  harus terdefinisi pada lingkungan M 

g kontinu di setiap titik dalam satu 
m satu interval tersebut. 

fun
tik d

Jika  

 kontinu di 0 jika dan hanya jika u (x,y) dan 
as

Bukti: 
Yang harus dibuktikan adalah 
  0) 
Jika dan hanya jika  x0, y0 )  

Buktinya segera didapat sebagai akibat langsung dari 
teorema 2.2 

isal an   kontinu di z0 maka masing-masing 
fungsi 

1  yang berada di dalam D. 
ebuah fS ungsi yan

interval dikatakan kontinu dala
Suatu gsi f(x) dikatakan kontinu jika fungsi kontinu di 
setiap ti aerah definisi. 

 
Teorema 3 
 

1.  
 2. terdefinisi di setiap titik pada daerah R 
 3. 0 = x0 + iy0 titik dalam R 
Maka fungsi 

Teorema 3 

v(x,y) masing-m ing kontinu di (x0, y0) 

dan   

 
 
 
M k  dan

Teo emar  4 
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1.  
2.  
3. z0)   

) ; f kontinu di g 0), 
 kontinu di z0 

 
 

ka f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) + g(z), 

4.

 

Ji
f(z) – g(z) ,f(z) g(z) dan , juga kontinu di z0 tetapi yang 
terakhir ditambah syarat hanya jika g(z ) 

Teorema 5 

0  0 hasil yang lama 
berlaku untuk kekontinuan pada suatu daerah. 
 
 
 
Fungsi yang kontinu pada setiap daerah berhingga di antara-
nya adalah: 

2. e  
3. sin z dan cos z 

 

Teorema 6

1. semua suku banyak 
z 

Teore

but; yaitu terdapat konstanta M 
sehingga  < M untuk semua titik z pada daerah 

 

ma 7 
 
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia 
terbatas pada daerah terse

Teorema 7 

tersebut. 
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Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah, maka bagian riil dan 

Misal f(z) kontinu dalam suatu daerah, maka menurut 
definisinya di setia

Teorema 8

khayal dari f(z) kontinu dalam daerah tersebut. 

p titik z0 dari daerah tersebut dan untuk 
tiap > 0, kita dapat menentukan > 0 (yang secara umum 

ng pada e dan titik khusus z0 ).Sehingga 
. Jika kita dapat menentukan 

etapi pada titik khusus z0, 
engatakan bahwa  kontinu seragam dalam 

an lain untuk definisi ini adalah f(z) dikatakan kontinu 

< di mana z1 dan z2 adalah dua titik sembarang 
a rsebut. 

ka f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia 
kontinu seragam

AN YELESAIAN  
ktik  tanh2z = sech2z 

se
bergantu

<  bilamana <  
a bergantung dari  yang hany  t

maka kita m  f(z)
daerah tersebut. 

Pilih
seragam dalam suatu daerah jika untuk setiap e > 0 kita 
dapat menentukan > 0 sehingga  <  

ila b
p da daerah te
 
 
 
Ji

 di daerah tersebut. 

Teorema 9 

LATIH  DAN PE N
 11. Bu an bahwa  –

Bukti : 1 – =  
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 y = 0 dan cos x sinh y = sinh 1 

k =  

 

lusi dari ez = -3 + 4i 
 (1) 

x sin  y = 4 (2) 
tan y = 

2. Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan sin z = i 
sinh 1 
Jawab:  
sin ( x+ iy) = sin x cos iy + cosx sin iy = i sinh 1 
  = sin x cosh y +i  cos x sinh = i sinh 1 

sin x cosh
sin x = 0, maka x = 
Maka cos 1, maka sinh y = sinh 1  ,maka y 
= 1 , diperoleh : 

 z = x +iy = , k = 
 

3. Tentukan semua so
Jawab: ex cos y = -3
          e
diperoleh  sehingga y = 126,9o= 2,215 

g  

Dari persamaan (1) diperoleh x = ln 5 = 1,609 
Jadi z = 1,609 + 2,215i 
 

4. Hitun iz
iz 2
 

Jawab: 
z i

iz 2
  = 

))(( iziz
iz  

 =  
)( iz

1    =  
ii

1
 =  

i2  
 

1

5. Hitung  , z0=i 

=  
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=  
=  

=  
 

6. Hitung 
 = 

 

=  
=
 

 

 

. Jika f(x) = 7 , Buktikan    

Bukti :  

 

y = x 

Pertama misalkan  z 0 sepanjang garis real  (y = 0) 
 

 
Kemudian apabila  z  0 sepanjang garis 

 

 

 

 bahwa  
 
Terbukti

 

48 
 



 Analisis Kompleks |  49  

8.  

 
Apaka  kontinu pada = h f z 2i ? 
 

) =  4i 

 tidak kontinu di Jadi 
 
Apabila 0   

 

ungsi f kontinu di setiap  2i 

 

   , tetapi ,  
 
maka  

 , berarti  tidak kontinu di 
tu   

 
n f(

 
F

 un k

10. Misalka z) = 

)= f (z  

=   

=  (bentuk tak tentu, berarti ada limitnya) 
Diperoleh : 

49 
 

, apakah f(z) kontinu di z = 2 ? 

Jawab : 
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 f (z)= =  

2) = f(  = =   (tak didefinisikan),  
rti f (  f(4) z diskontinu di z = 2 

en-
definisikan kembali fungsi z) yaitu 

bera . Jadi f( ) z) 

Ketidakkontinuan  *) ini dapat dihapuskan dengan m
f(

 

us ke enutup “luban
nyeba  tersebut. 

 f(z) f(z) = 

*) menghap tidakkontinuan berarti m g” 
yang me bkan ketidakkontinuan

 
Dapat dilihat pada gambar di bawah ini. 

, 

 

 

 

SO
1. Tentukan nilai fungsi dari f(  
2. uktikan bahwa  berlaku   

 
 

   

AL-SOAL

B
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3. Buktikan bahwa               berlaku   
 
 

4.                                       
 
 
 untuk semua z = x + iy  
5.  nyatakan fungsi  dalam 

bentuk  
6. kan hasil dari cos2 z = 4
7. ari semua penyelesaian dari cos (z) = 3i 
8.  n i dari ln (-5) 
9. lusi dari sinh(z) = 0 
10. Tentukan nilai utama dari (2i)2i 
11. entukan nilai dari tan-1 (1 + i) 
12.

 
Buktikan bahwa                           

Jika 

Tentu  
C
Tentukan ila
Cari semua so

T
Buktikan bahwa log (1-i) =  

3. Hitung  , jika  f(z) = 1   ; z  = 3 - 2i 

14.   , z0=i 

15. itung  

16. , jika 

H

 ,  Hitung 

17. Buktikan bahwa  

18. Buktikan bahwa  

19. ri f (z) =  Selidiki kontinuitas da

51 
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20. z) = Apakah f(   kontinu pada z = i ?

21. Buktikan bahwa  f(z)= 1/z  tidak kontinu seragam di 
 1 

22. Tentukan lesaian dar 2+ (2i-3) z + 5- i = 0 
23. Buktikan bahwa f(z) = z 2 kontinupadaz = z0 
24. Tun ahw

    

daerah | z | <
 penye i z

jukkan b a    1   i)/4(1 tanh   
25. Buk hw

daerah  10 
26.
27. kkan 

bahwa  

28. Tunjukkan bahwa : 

tikan ba a  f(z) = 3z – 2 kontinu seragam pada 
| z | 

Hitunglah nilai dari cosh( i/2) 
Gunakan definisi limit untuk menunju

 
 b.

 Limitnya tidak ada 

29. Buktikan bahwa 0
53

 lim 24z
23z3

zz
z

z
 

 
30.
 
 

Tentukan konstanta A dan B dari fungsi: 

- oOo -
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BAB 3 
TURUNAN FUNGSI KOMPLEKS 

A. Turunan Fungsi 
 
 
Jika f(z) adalah fungsi yang kontinu dalam daerah D di 

bidang z, maka turunan dari f(z) adalah  

Definisi 1 

asalkan limitnya ada 
 

B. Sifat-Sifat Turunan Fungsi 
Misalkan f(z), g(z), dan h(z) adalah fungsi analitik di z 

maka berlaku : 
1.

2.  

 

 

5.

 

43 
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6. Jika w=f(u), u=g(v) dan v=h(z) maka : 

 
Jika w=f(z), maka z=f-1(w) sehingga : 7.

 

Jika z=f(t) dan w=g(t), t adalah parameter maka:  8.

 

 
C. Jenis-Jenis Turunan Fungsi  

Misalkan c konstanta kompleks dan f(z) suatu fungsi 
kompleks yang kontinu di suatu titik pada D, maka 
berlaku 
a.

1. Turunan Fungsi Elementer 

 
 Bukti : 

 

 
 

 Bukti : 

 

 

44 
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c.  

Bukti :  

 

 
Di dalam kurung siku, semua suku kecuali yang 
pertama  sebagai faktor sehingga masing-m g
suku ini mempunyai limit nol bila mendekati nol 
jadi: 

asin  

 
 

2. Turunan fungsi eksponen dan logaritma 

a.  

Bukti : 
Misalkan  maka ln y = e 
Menurut diferensiasi implisit,  dan karena itu 

.  
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b.  

Bukti : 
 

 

 

 
c.  

Bukti :  

 

 
 
d.  

e.
 

alogz= a  
 

3. Turunan Fungsi Trigonometri  

sin z = cosz  

Bukti : 

 sin z = ) =  ( ) 

= ( ) 

46 
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= 

=  

= cos z 
 

cos z =  sin z 

Bukti : 

+ cos z = ) =  ( ) 

= ( ) 

=  

=  = - ) 

=  sin z 
 

tan z = sec2z 

Bukti : 

tan z =  ( )  

=  (  = ) )  

=-i 

47 
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=-i 
 

=  

=  = (  

=  = sec2 z 
 
cot z =  

Bukti : 

t z =  ( )  

=  ( ) = )  

 =i

 

=i 
 

=  

48 
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=  = (

=

 

 = sec2 z 

 
sec z  = sec z tan z 

Bu

= 
kti : 

 (  =  = ( ) 

=  

=  = = 

 

 
f.

= sec z tan z 

cosec z =  cosec z cot z  

Bukti : 

= (  =  = ( ) 

=  

=  
= cosec z cot z 

49 
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4. Turunan Fungsi Invers Trigonometri 
Jika = sin w kemud  sin-1z disebut dengan 

invers sin dari z atau arc sin dari z. Secara umum kita 
definisikan invers trigonometri atau singular fungsi     
cos-1z, tan-1z, dan lain-lain.  

 

 z ian w =

a. sin z = -1  

n-1z, maka z = sin w 
dz co  w dw

Bukti : 
w = si

 = s  
 =  =  

= =  
 

b.  cos-1z =  

Bukti :  
w = cos-1z  
z = cos w 
dz =  sin w dw  

 =  =  

= =  

c.
 
 tan z-1  =   

  
 Bukti :  

w = tan -1z  

50 
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z = tan w 
dz = sec2 w dw  

 =  =  

= =  

d.  cot-1 z =  

e.  sec-1 z =  

f.  csc  z = -1  

 

5. Turu  fungsi erboli  
 

nan  hip k 

 sinh z = cosh z  

Bukti : 
 sinh z  =  (  ) =  = cosh z   

 cosh z = sinh z 

Bukti : 
cosh z =  (  )  

 =  

= sinh z 

c.  tanh z = sech  z 2

Bukti : 
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tanh z=  (  )  

=  (  ) 

= (  ) 

=  

=  )2 

=  )2= sech2 z 

 cot

Bukti : 

h z= - cosch2 z 

coth z =  ) 

 =  

  =  

 =  

 =   

=   )2

52 
 



 Analisis Kompleks |  63  

Dengan kata lain, f terdiferensialkan pada z0. Jika f 
aerah terbuka yang berpusat di z0 

z0 

 

1. Buktikan bahwa fungsi f(z) = z3  adalah holomorfik pada 

terdiferensialkan pada d
maka f dikatakan holomorfik di 

Contoh: 

C, untuk z0 C 

 

z 0+ z0
2 = 3 z0

2 

 = 2 tidak terdiferensialkan 

2 + 2z z

2. Tunjukkan bahwa f(z)
tidak ada 

 Seh iferensialkan pada z = z0 

 

 

 = 

ingga f(z) tidak terd

E. Operator Differensial Kompleks 
 

    Operator (del) dan operator (del bar) adalah:

Definisi 2 

=  dan  
 

F. Gradien, Divergensi, Curl dan Laplacian 

 Misalkan F(x,y) = F

1. Gradien 
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2. Divergensi 
div F =

 

3. Curl 
Curl A = 

 

2=Re(
4. Laplacian 

 

Sifa

div (A1+ A2) = div A1+ d v  A2 
. curl (A1+ A2) = curl  A  curl A2 

4. rad ((A1A2) = A1 (grad A2)+ (grad A1) A2 
m 

ika A adalah imajiner secara umum 
 

 

Tunjukkan bahwa 

t Sifat Gradien, Divergensi, dan Curl 
1. grad (A1+ A2) = grad A1+ grad A2 
2. i
3 1+

g
5. curl grad A = 0 jika A adalah riil secara umum I

{A} harmonik 
6. div grad A = 0 j

Re {A} harmonic

Contoh:  

        

= P(x,y) + iQ(x,y) di mana B(z, ) 
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G. Fungsi Analitik 
 
 

Suatu fungsi w = f(z) dikatakan analitik di titik z = z0 
 D jika  terdefinisi dan dapat diturunkan 

pada setiap titik dari D. Fungsi  analitik pada titik z = z0 
di D apabila  analitik di dalam lingkungan dari z0. Jadi 
keanalitikan  di  berarti bahwa  mempunyai 
turunan pada setiap titik di dalam suatu lingkungan dari . 
Untuk  menguji keanalitikan suatu fungsi kompleks w = f(z) 
= u (x,y) + iv (x,y) digunakan persamaan Cauchy – 

 

Fungsi w =f(z) dikatakan analitik di titik z0, jika f`(z0) 
ada di z0 dan ada pada suatu lingkungan z0, sebaliknya jika 
f`(z0) ada, belum tentu f analitik di z0. 
Contoh:  

z pada bidang z 

 domain 
 v 

auchy – Riemann: 

Definisi 3 

suatu domain

Riemann.  

Definisi 4 

Fungsi f(z) = |z|2 tidak analitik di setiap titik 
 
 

Misalkan f(z) = u(x,y) + i v(x,y).f analitik dalam

Teorema 1 

D, jika dan hanya jika turunan parsial pertama dari u dan
memenuhi persamaan C

ux = vy dan uy  = -vx atau 

x
u

= 
v
y

dan 
y
u  = -

x
v  

Misalkan f(x,y)  + i v(x,y) = u(x,y)  analitik. Maka 
y
f = i

x
f

berakibat : 
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y
u + 

y
v i = + 

x
v i ) = - 

x
v
+i

x
u  i ( 

x
u

Jadi diperoleh : 
y
u

y
v = -

x
v  = 

x
u   dan 

yang biasa dikenal dengan persamaan Cauchy-Riemann. 

Syarat Persamaan Cauchy-Riemann 
rlukan agar fungsi f terdiferensial di 

=x  + i y   adalah syarat persamaan Cauchy-Riemann, 
a ubungkan derivatif-derivatif parsial tingkat 
er  

 – Riemann
 
d  zo dapat dinyatakan dengan  
 

i (xo,yo), maka f(z) = 
v(x,y) tidak terdiferensial di zo = xo + i yo . 

ontoh 1: 
z) = |z|2 tidak terdiferensial di z  0 ! 

 

 Syarat yang dipe
zo o o

ng menghy
p tama dari fungsi bagian real dan fungsi bagian imajiner
dari f.  

 
Jika f(z) = u(x,y) + i v(x,y) terdifferensial di zo= xo + i yo, 

maka u(x,y) dan v(x,y) mempunyai turunan parsial pertama 
di (xo,yo) dan di titik ini dipenuhi persamaan  

 
Cauchy

Teorema 2 

erivatif  f di

 
Jika persamaan C-R tidak dipenuhi d
u(x,y) + i 

C
Buktikan f(

x
v

y
udan

y
v

x
u

),(),()(' ooxooxo yxviyxuzf
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Pen

 
 

 

       

yelesaian : 
Bukti : f(z) =|z|2 =  x2 + y2 

  Sehingga u(x,y) = x2 + y2 dan v(x,y) = 0. 
Persamaan Cauchy – Riemann 

yudaxu 2

 
 
          
 

y
n

x
2

02y
x

dan  (2) v
y
u

y  0, jadi 

n” 

saian : 
Bukti : 

dengan u(0,0) = 0 

 

  u (0,0) =  

Dari (1) dan (2) tidak dipenuhi jika x 
pasti f tidak terdeferensial di z  

 0 atau 
 0.

 
“Catatan: Syarat untuk persamaan C-R hanya perlu ada 

yang terdiferensialka
 

Contoh 2 : 
 Buktikan fungsi f(z) =   
 Dan f(0)=0,tidak terdiferensial di 0 ! 
Penyele

  u =  
 

 v = 0 dengan v(0,0) = 0 

  ux(0,0) =    = 1 

y   = -1 

00
y

dan
x

vv

)1(              02x
y
v

x
u

ox
lim

ox
lim

y
y)u(0, )u(0,0
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  v (0,0) =  = 1 

aris real y = 0  = 1 + i  

Sepanjang garis real y = x  =  

Jad

x

= 1 

 ),v()v(x, 000
xox

lim

),v(,y)v( 000  vy(0,0) = 
 
Jadi persamaan Cauchy – Riemann terpenuhi, tetapi 
 

ntuk z  0 U

Sepanjang g

i,   tidak ada sehingga f tidak terdiferensial 

a ux ,  vy , uy , vx ada dan memenuhi persamaan 
ann  vuvu

di 0 meskipun persamaan C-R dipenuhi di (0,0). 
 
 
 

Misalkan f(z) = u (x,y) + iv (x,y) terdefinisi dan kontinu 
i suatu lingkungan dari z = x + iy dan mempunyai turunan d

di z mak
Cauchy - Riem xyyx . 

 

 

pertamanya kontinu dan 
emenuhi persamaan Cauchy – Riemann dalam domain D, 

m
Contoh 3: 

Apakah f(z) = z  analitik? 
n: 

  dan   v = 3x2y – y3.  

 Jika dua fungsi kontinu yang bernilai riil u(x,y) dan 
v(x,y) mempunyai turunan parsial 
m

aka fungsi kompleks  f(z) = u (x,y) + iv (x,y) analitik di D. 

3 
Penyelesaia
Perhatikan bahwa u =  x3 – 3xy2

oy
lim

y

oz
lim

Teorema 3 

Teorema 4 
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Maka  ux = 3x2 – 3y2 = vy   dan    uy = -6xy = -vx.  
hi persamaan C-R m ka f analitik untuk 

semua 

ontoh 4: 
 apabila 

diketahui 

 

 

.  

Karena memenu a
z. 

 
C
Tentukan fungsi analitik 

a.  

b.

c.
Penyelesaian: 

 

a

 

Konjugat harus memenuhi  
Sehingga : 

 
 

 

 

 

 
 

 
  

 
Jadi:

Integralkan terhadap x

Diferensialkan terhadap x:

Integralkan terhadap y
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Fungsi analitik :  

 
 

b.  

 

 

Konjugat harus memenuhi  
Sehingga : 
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Apabila dibandi gkan dengan persamaan (*), maka:n  

Sehingga :  maka  
ungsi analitik ;  

 
 

 
c.  

F

 

Konjugat harus memenuhi 

 

 
Sehingga : 

 

 
 

 
 
Apabila dibandingkan, maka:  

Sehingga :  maka :  
Fungsi analitik :  
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Contoh 5: 
Buktikan fungsi-fungsi di bawah ini analitik: 

a. f(z) = z4 
b. f(z) = ex(cos y + i sin y) 
c. f(z) = (1 + i)z2 

Jawab: 
a. z4 = (x +iy)4 = (x4 – 6x2y2 + y4) + i (4x3y – 4xy3) 

u = x4 – 6x2y2 + y4 
v = 4x3y – xy3 

 

 

 

 

yata  tern   dan   , 
 z4 

 
b. f(z) = ex(cos y + i sin y) 

u = excos y 
v = exsin y 

jadi f(z) =

 excos y 

 - exsin y 
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 excos y 

exsin y 

karena   dan   , 

x in y) analitik. 
 

 + i)z2 
(1 + i)z2 = (1 + )(x2 – y2 + i2xy) = x2 – y2 + i2xy + ix2 

– iy2 – 2xy 
u = x2 – y2  – 2 y 
 = x2 – y2  + 2xy 

jadi  f(z) = e (cos y + i s

c. f(z) = (1
 i

x
v

 

 

 

 

karena   dan   , 
jadi f(z) = (1 + i)z2analitik. 

ikian dapat disimpulkan bahwa syarat perlu dan 
: 

a ma

ers

 

Dengan dem
cukup untuk f analitik adalah sebagai berikut 
Syarat perlu: 
f(z) = u(x,y) + iv(x,y),  zo = xo + i yo 

f’(z)ad ka ada di (xo, yo) 

berlaku p amaan C-R yaitu:  
 

x
v

y
v

yx
uu ,,,

xy
dan

yx
vuvu
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dan f’(

u(x,y), v(x,y), ux(x,y), vx(x,y), uy(x,y), vy(x,y) kontinu pada 
sekitar  
zo = xo +  i yo dan di (xo,yo dipenuhi persamaan C-R maka 
f’(zo) ada. 
 
Sifat sifat fungsi analitik: 
Misalnya f dan g analitik pada D, maka: 

1) f  g merupakan fungsi analitik  
2) kan fu alitik  
3) g  0 
4) rupakan fungsi analitik  

erl
 

 
3. Titik Si

 
 

Titik z titik singular dari f jika f tidak analitik 
di z1 tetapi untuk sekitar dari z1 memuat paling sedikit satu 
titik di man tik. 
Jenis kesing z) atau titik singular antara lain:  

1) r si  
2) o dinama risolasi dari f(z) 

ingkaran |z – 
zo| =  hanya melingkari titik singular lainnya. Jika  
sep = zo disebut titik 
sing

z  i vx(x0,y0)   

Syarat cukup:  

0) = ux(x0,y0) +

) 

fg merupa ngsi an
f/g merupakan fungsi analitik dengan 
 = g o f  meh

b5) aku aturan L’hospital yaitu :  
 
 

ngular

1 disebut 

a f anali
ularan f(

Titik singula terisola
Titik z kan titik singular te
jika terdapat  0 demikian sehingga l

0)('0)(,
zg'

zgzgdenganzf'
zgozz

zflim

Definisi 5

erti itu tidak ada, maka z 
ular tidak terisolasi 
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3)
n,jika n = 1, zo 

k pole sederhana. 
4)

Dari fungsi bernilai banyak dapat menjadi titik 
singular. 

5) Titik Singular dapat dihapuskan  
Titik singular zo disebut titik s
dihapuskan  dari f(z) jika f(z) ada. 

6) Titik Singular Essensial  
Titik singular z = zo yang tidak memenuhi syarat titik 
singular pole titik cabang atau titik singular yang 

ihapu ut titik lar essensial. 
7) lar tak h a  

gular di z = , maka 

Titik Pole (titik kutub) 
Titik z = zo disebut titik pole tingkat
disebut sebagai titi
Titik Cabang  

ingular dapat 

dapat  d  singu
Titik Singu ingg

skan diseb

Jika f(z) mempunyai titik sin
sama dengan menyatakan f(1/w) mempunyai titik 
singular di  w = 0. 

Contoh: 
a. f(z) = |z|2  tidak merupakan titik singular 

2 ang adalah z1 = 1 
2 z2 + z  2 = (z  1) (z + 2) = 0 

 
. Persamaan C-R Pada Koordinat Kutub : 

apat diilustra kan dalam 
koordinat kartesius maka dengan menggunakan hubungan   

 y = r sin  , diperoleh z = r cos  + i sin , 

o, o) dan  jika dalam titik tersebut ur, u , vr, v  

b. g(z) = ln (z  + z  2) maka titik cab
dan z  = 2  karena  
 

4
Jika f(z) = u(x,y) + i v(x,y) d si

x = r cos  dan
sehingga  f(z) = u(r, ) + i v(r, ) dalam sistem koordinat 
kutub 

Jika f(z) = u(r, ) + i v(r, ) terdiferensial dan kontinu 
pada titik (r

66 
 



76  | Analisis Kompleks

r
uada dan kontinu di (ro, o) dan dipenuhi C-R yaitu: =

r
1

v dan 
r
1 v = v

r
, r  0 maka f’(z)  ada di z = zo dan 

Diketahui f(  z-3

kutub !
Jawab

f(z) = z-3 = r-3 (cos 3  - i sin 3 ), maka :  
a  ur = -3r-4 cos 3  dan    

u = -3r-3 sin 3  
 ,   sehingga v  = 3r-4 sin 3  dan  

a  
 kutub adalah:  
-4 cos 3  + i 3r-4 sin 3 )  

 iv(x,y) analitik pada D maka u 
dan v g 
kontinu aan C-R , ux = 
vy dan uy = vx  

f’(z) = (cos o – i sin o) [ur(ro, o) + i vr(ro, o)] 

Contoh: 
z) = ,tentukan f(z) dalam bentuk kootdinat 

 
:

u = r-3 cos 3  ,   sehingg
 
v = -r-3 sin 3 r

 v = -3r-3 cos 3  
keenam fungsi ini kontinu dan syarat persamaan C-R 
dipenuhi untuk semua z  0 

Jadi f(z) = z-3 terdiferensial untuk z  0. Deng n
demikian f’(z) dalam koordinat

) = (cos  i sin ) (-3rf’(z
= cis(- ) (-3r-4) cis(-3 )= -3r-4 cis(-4 ) 

 

H. Fungsi Harmonik  
 
 
  Misalkan f(z) = u(x,y) +

mempunyai turunan parsial di semua orde yan
 pada D. Jadi dalam D berlaku persam

Definisi 6 
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  ena tur i u dan v kontinu dal
u  = v  dan u  = vx  

dideriv ) D 
berlaku

Jika f menuhi 

 
 
u dan v atu 

 maka f(z) harmonik pada domain tersebut. 
 = u(  + 

iv(x,y) gsi 
yang ha

D ungsi v 

sal 
Jadi f(z (x,y) + iv(x,y) analitik pada Z sedemikian 

ingg  berlaku persamaan C-R yaitu  

 

 y4  6x2y2 + x4 + C 

Kar am D, 
maka berlaku vxy = 

unan parsial dar
v . Jika dalam yx x y y

atifkan  parsial terhadap  x dan y  maka (x,y
  

 uxx + uyy = 0 
 vxx = vyy = 0 
analitik pada D maka u dan v pada D me
aan Laplace dalam 2 dimensi. Persam

   

 di mana f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analitik pada su

022 yx

22

domain
Dua fungsi u dan v sedemikian sehingga f(z) x,y)

 analitik dalam suatu domain dinamakan dua fun
rmonik konjugat dalam domain itu. 
: Contoh

Diberikan u(x,y) harmonik pada dan tentukan f
yang harmonik konjugat dengan u = 4xy3  12x3y,  x,y  Z 
Jawab: 
Mi k njugatnya adalah v(x,y)  o

) = u
aseh

ux = vy dan uy = -vx 
ux = 4y3  12x2y vy = 4y3  12x2y  

 uy= 12xy2  4x3 v= y4  6x2y2 + g(x) 
karena vx = uymaka 12xy2 + g’(x) = 12xy2 + 4x3 sehingga 
g’(x) = 4x3 diperoleh g(x) = x4 + C 
Jadi v =
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LA

f(z) = ln (z +2z+2) 
 

 w2 -

f(z) = ln (z +2z+2) 
 

 w2 -

TIHAN DAN PENYELESAIAN 
1. Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut: 

a. f(z) = tan-1(z) di z = -i 
b. 2

2. Buktikan bahwa turunan kedua dari fungsi implisit
2w + sin 2z = 0 adalah   

 DAN PENYELESAIAN 
1. Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut: 

a. f(z) = tan-1(z) di z = -i 
b. 2

2. Buktikan bahwa turunan kedua dari fungsi implisit
2w + sin 2z = 0 adalah   

 

ikan bahwa fungsi-fungsi di bawah ini analitik: 
z) = z2 

 
4.

an f(0) = 0, tidak terdifferens i 

 
 

ux(0,0) =                            

                           = -1 

x = 1 

oy

 
3. Bukt

b. f(
c. f(z) = ex (cos y + i sin y) 
d. f(z) = xy -2ixy 

Buktikan fungsi f(z) = 
 
d ial di 0, memenuh
persamaan C-R  

 
Bukti : u =dengan u(0,0) = 0 

 
  

v =  dengan v(0,0) = 0  

 
uy(0,0) =                 
 

(0,0) =                                  v
 

vy(0,0) =   lim
y

),v(,y)v( 000 = 1 
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Jadi persamaan C-R terpenuhi tetapi 

iy))(xy(xz zz 2200
limlim  untuk z  0. 

Sepanjang garis real y = 0 
ox

lim

i)(yi)(xf 33 11)0(zf )(

3

3 1
x

i)(x = 1+i  

ox
lim 3

3

12
2

xi)(
xi =

i
i

1
Sepanjang  garis real y = x jadi 

ox
lim

z
fzf )0()( tidak ada sehingga f tidak 

terdiferensial di 0  
meskipun persamaan C-R terpenuhi di (0,0) 

x

y) = excos yada dan kontinu di setiap (x,y)  

r 
na keenam fungsi kontinu dan persamaan C-R 

  z . Dan  

z-3,tentukanf’(z) dalam bentuk koordinat 
kut

  

 
5. Buktikan f(z) = e (cos y + i sin y) terdiferensial untuk 

setiap z dalam  
Bukti : 
u(x,y) = excos y  ux(x,y) = excos y  
                                 uy(x,y) = -exsin y 
v(x,y) = exsin y   vx(x,y) = exsin y  
   vy(x,
Berdasarkan persamaan C-R : 
ux = vy dan uy = -vx dipenuhi di  (x,y) , dan ada kita
di ma
dipenuhi di (x,y). Jadi f’(z) ada
 
f’(z) = ux(x,y) + i vx(x,y)= excos y + i exsin y. 

6. Diketahui f(z) = 
ub ? 

Jawab:  
-3 -3f(z) = z  = r  (cos 3  - i sin 3 ), maka:  

u = r-3 cos 3  ,   sehingga  ur = -3r-4 cos 3  dan  
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 u = -3r-3 sin 3  
v = -r-3 sin 3  ,   sehingga r = 3r-4 sin 3  dan  

3r-3 cos 3  

d(A), div(A), 

v
 v = -
 

7. Jika A(x,y) = 2xy – i x2y3, tentukan gra
l(A) dan Laplacian A cur

Jawab: 

=(2y – 2ix + 
i (2y - = (2y + 3  +i (2y – 2x  

 div A = 
 

= Re 

curl A = = 
=  

 

= Re 

=  
2A=Re(
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SOAL-SOAL
1. Tentukan turunan fungsi berikut : 

a. f(z) =  

b. f(z) = sin  
c f(z) = cos2 ( z) 
d

2. T r (z) = 

.

. f(z) = sinh(z2) 

entukan titik singula  dari fungsi f  

3. Manakah fungsi-fungsi berikut yang terdiferensialkan? 
Y ah fungsi holomorf
a. -x -iy

b
c. f(z) =x2+iy2 
d. f(z) = Im z 
e. f(z) = |z|2 
f

4. Tentukan fungsi analitik f(z) = u(x,y) + iv(x,y) apabila 
d
a
b. v (x,y) = exp( x2-y2) 
c. u(x,y) = x2+ y
d in x 

5. T ) = ln(x2+ 
y
Periksa ap ) dan Im(w) dari fungsi berikut 

7. ik, tentukan fungsi 

ang manak ik? 
f(z) = e  e  

. f(z) = 2x + ixy2 

. f(z) = z2- 2 

iketahui : 
. u(x,y) = x2-y2 – y 

2 
. u(x,y) = cosh y s
entukan fungsi harmonik sekawan dari u(x,y

2) 
6. akah Re(w

merupakan fungsi harmonik? 
a. w = z2 + z 

z3 b. w= 
Apabila fungsi-fungsi berikut harmon
analitiknya. 

2 2a. u = y - x  
b. u = xy 
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8.  
9.
10.

11.

Buktikan bahwa curl grad A = 0 jika Im ) harmonik (A
 

Jika B = 3z2+ 4i, tentukan grad B, curl B, div B dan 
Laplacian B 

uktikan bahwa : 

Jika F = x2y – xy2, tentukan 

B zz eed  
dz

12. 2+bxy 
+cy2 
di mana b  adalah bilangan riil. 

 
13. n bahwa  jika f terdiferensialkan pada z maka f 

14.

Misalkan diberikan fungsi homogen  u(x,y) = ax

a,  dan c
Tunjukkan bahwa u harmonik jika dan hanya jika a = -c
Tunjukka
kontinu pada z 

Buktikan bahwa adatidakzz
dz

 2  d

15. Buktikan bahwa 
21 z

1 1sinh z
dz
d  

- oOo -
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BAB 4 
INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS 

A. Integral Fungsi Elementer 
Dalam fungsi kompleks ada beberapa fungsi elementer 

yaitu fungsi aljabar, fungsi rasional, fungsi trigonometri dan 
inversnya, fungsi eksponen dan logaritma, fungsi hiperbolik 
dan inversnya. Berdasarkan integral pada fungsi riil, maka 
dapat ditentukan integral dari fungsi kompleks tersebut: 

 
1.   

2.   

  3.

4.   

  
  

 
 

5.
6.
7.
8.
9.   

10.   
     

12.      

   
    

17.  

11.

13.    
14.
15.
16.    
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18.
19.  

 

 

 

20.
21.  
22.
23.  

 

 

24.

25.

26.  

27.  

28.  

29.  

30.  

31.  

32. =   

33.  

34.  

Integral Garis Pada Bidang Kompleks 
Pada kalkulus telah dikenal ada 2 macam integral, yaitu: 
a. Integral tak tentu (Indefinite Integral) ialah s u 

fungsi yang turunannya sama dengan suatu fungsi 
analitik tertentu dalam suatu daerah. 

B.

uat
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b. Integral tentu (Definite Integral) atau integral garis 
pada fungsi kompleks f(z) dengan z = x + iy 
dituliskan sebagai  

Untuk bagian nyata (riil) diambil di atas garis bilangan 
a. Sedangkan untuk bagian kompleks, diambil sepanjang 
a C pada bidang kompleks atau lintasan inte

z(t) = x(t) + iy(t) 
Kurva disebut  jika C mempunyai turunan: 

nyat
kurv grasi. 

smooth 

 

Kurva C dinamakan lintasan integrasi, dan kemudian 
t disebut sebagai lintasan tertutup jika z = z0(jika titik 
r berhimpit dengan titik awal) dilambangkan dengan: 

 

Semua lintasan integrasi untuk integral garis kompleks 
tong-sepotong 

(pie  

, maka: 

 

 

dapa
akhi

 

 

akan diasumsikan bersifat mulus sepo
cewise smooth), artinya terdiri atas terhingga banyaknya

kurva mulus yang dihubungkan satu sama lain. Keberadaan 
integral garis kompleks misalnya diasumsikan f(z) kontinu 
dan C adalah kurva mulus sepotong-sepotong

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) = m + i m 
zm = xm + i ym 

Jadi:   Sn =  (u + iv) ( xm + i ym)
Dengan: u = u ( m , m ) 
  v = v ( m , m ) 
  m= 1,2,.....n 
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pulkan bahwa integral garis pada 
fungsi kompleks  di bidang Argand  

di mana C me
 

dang Kompleks: 
tu operasi linier, sehingga: 

2) Memecah (membagi) kurva menjadi 2 bagian kurva 
C1 dan C2 

 

3) Membalik arah integrasi 

 

Maka dapat disim

 

=  

    = 

),  
rupakan batas dari  

Sifat Dasar Integral Garis Pada Bi
1) Integrasi merupakan sua
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 , di mana 

 , di 

mana  

 
6)  , di mana M merupakan batas 

atas , dan L merupakan panjang dari C. 
 

1. Integral Bergantung Lintasan 
Misal lintasan C dengan z(t) = x(t) + i y(t) ( a t b ) 

 nilai integral lintasan f(z) terhadap C 
bergantung pada bentuk lintasan yang diambil dan dapat 
dinyatakan: 

 

atau  

5) , di mana 

dan f(z) fungsi tidak analitik pada domain D (yang memuat 
lintasan C). Maka

   

Untuk menghitung integral lintasan di atas, dilakukan 
cara sebagai berikut: 

1. Nyatakan lintasan C dalam t) = x(t) + i y(t), a t 
b  

2. Cari turunan, z’ (t). 
3. Substitusikan z(t) ke dalam f(z). 
4. Integrasika f(z) z’ (t) terhadap t 

 z(

n 
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Berikut beberapa lintasan C dan penyajiannya dalam : 
a. Lingk

diberikan intasan C berbentuk lingkaran 
satuan (lingkaran dengan pusat (0,0) dan jari-jari 1) dan t 

agai sudut pusat. Maka diperoleh hubungan 
rena itu persamaan lintasan C, 

dengan 
t 2 . 

ngan 

car  persamaan dituliskan sebagai: 

 z(t) 
aran 

Misal l

seb x = cos t 
dan y = sin t. Oleh ka

0
Sedangkan lintasan C berbetuk lingkaran de

pusat z = ( 0,0 ) dan jari-jari r dapat ditentukan dengan 
a sama, sehingga 

z(t) x(t) i y(t) reitdengan 0 t 2 . 
Menggunakan transformasi dengan koordinat 

Kartesius dan bentuk persamaan lintasan di atas 
didapatkan persamaan lintasan C berbentuk lingkaran 
dengan pusat z0 dan jari-jari r, yaitu: 

z(t) z(0) re , dengan 0 t 2 . it

Contoh:  
Hitung integral dari f(z)=  atas lintasan C berbentuk 
lingkaran satuan dengan arah berlawanan jarum jam. 
Jawab : 

Persamaan lintasan C : z(t) = dengan 0 t 2 . 
 ‘(t)z  = i  

f(z)=

 

b. Segmen Garis
Misal lintasan C berbentuk segmen garis dari z0 

(x0,y0 ) ke z1( x1,y1 ). Maka kita pilih terlebih dahulu 
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interval parameter t, misal 0 t 1 dan dengan cara 

Persamaan
deduktif dapat diturunkan 

 untuk lintasan C yaitu : 

t = , maka x(t) = , y(t) =  maka z(t) = 

z0 +  ( 1 0

t = 1, maka x(t) = x1, y(t) = y1, maka z(t) = z1 

Secara umum, persamaan lintasan C berbentuk segmen 
garis dari z0 ke z1 yaitu : 

z – z ) 

Hitung 

Per i  
+ i , 0 t 1. 
Tur t) = -1 + 5i. 
f (z 2 t i 3 5t  

samaan lintasan C : z(t) = 2 - 3 + t ( -1 + 5i ) = 2 - t
( -3 + 5t )  
unan, z ‘(
) z 

+7i. 
 
. Ellips 

Misal Lintasan C berbentuk ellips: 
dengan arah positif. 

Maka dengan cara sama seperti menentukan per-
samaan lintasan yang berbe

c

ntuk lingkaran, didapatkan: 

76 
 
 

z(t)  z(0) t z(1) z(0 ) dengan  0  t  1 
Contoh:  

t = 0, maka x(t) = x0, y(t) = y0 maka z(t)= x0+ iy0 = z0
 

 dengan f (z)  dan lintasan C 
berupa segmen garis dari z = 2 - 3i ke  z = 1 + 2i. 
Jawab : 
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z(t)
(x0,y0). 

Contoh:

 = z0 + a cos t + i b sin t , dengan 0 t 2 dan z0 = 

  

ung Hit dengan f(z) = x -iy dan lintasan C 
berbentuk e 2 2

jaru
llips 4 x y 4 dengan arah berlawanan 

m jam. 
 
Jawab : 

Bentuk lintasan C: x +2  = 1 dengan penyajian z(t) = 
 i sin t , 0 
, z ‘(t) = - sin t + 2 i cos t  

 

cos t + 2 t 2 . 
Turunan .
f(z) = cos t - 2 i sin t 

 

d.
Bila lintasan C dinyatakan sebagai persamaan kurva, 

maka kita dapat m

a 

 
Kurva

emisalkan x(t) = t. Sehingga interval 
parameter t dan bentuk y(t) sangat bergantung berturut-
turut terhadap nilai x dari titik dan persamaan kurv
yang diberikan. Sebagai contoh, misal lintasan C berupa 
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kurva dengan persamaan y = 3x2 - 3 dari titik ( -1,0 ) ke 
-3 ).  titik ( 0,

Persamaan lintasan : z(t) = x(t) + i y(t) = t + i ( 3 t2 - 3 ) 
dengan -1 t 0. 

ontoh:C   
Hitung i
sepanjan

ntegral dari fungsi f(z) = xy + 2iy atas lintasan C 
g kurva y = 3x2 - 3 dari titik (-1,0) ke titik      

(0,-3). 
Jawab: 

Persamaan lintasan C : z(t) = x(t) + i y(t) = t + i ( 3 
t 0. 

Turunan, z ‘ (t) = 1+ 6 i t 

 

t2 - 3 ) dengan -1 

 
 

Integral Bebas Lintasan 
Dalam keadaan khusus, integral lintasan tidak 
gantung (bebas) terhadap lintasan. Artinya nilai integral 
asan akan bernilai sama walaupun lintasannya berbeda 

2.

ber
lint
asalkan titik titik ujung lintasan tetap. Syarat perlu dan 
cuk
Dom ambung sederhana bila setiap lintasan 
tutup sederhana dalam D melingkupi titik-titik pada D. 
Misal f(z) analitik pada domain tersambung sederhana D. 

up untuk keadaan tersebut diberikan berikut.
ain D disebut ters
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Ma
unt
lintasan yang menghubungkan dari titik z0 ke z1 dinyatakan 
seb

ka terdapat fungsi analitik F(z) sehingga F’ (z) = f(z) 
uk setiap z D dan nilai integral dari f(z) terhadap setiap 

agai:  

 

Dari kondisi di atas dapat disimpulkan bahwa bila f(z) 
analitik pada domain terhubung sederhana yang memuat 
lintasan tutup C maka :  
Contoh:  

Hitung  bila f(z) = z sin z dan lintasan C berupa 
ruas garis yang menghubungkan dari titik ( ,3 ) ke titik     
( 2 ,-  ).
Jawab : 
Pandang bahwa f(z) = z sin z merupakan fungsi entire, 
sehingga analitik pada domain tersambung sederhana yang 
memuat lintasan C. Oleh karena itu, integral lintasan dari 
f(z) tidak bergantung ( bebas ) bentuk lintasan. 
Jadi : 

 
 

C. Teorema Integral Cauchy 
Integral garis dari fungsi kompleks f(z) tidak hanya 

tergantung pada titik akhir lintasan, tetapi juga tergantung 
pada pilihan lintasannya. Jika f(z) analitik pada domain D 
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dan D secara sederhana terhubung, maka integral tidak akan 
tergantung pada lintasannya. 

Lintasan tertutup se
memotong atau tidak me

derhana yaitu lintasan yang tidak 

 

 
     

 
 
 
  
 

Terhubungkan    Terhubungkan   Terhubungkan 
   Sederhana       Lipat–Dua       Lipat-Tiga 

nyinggung dirinya sendiri. 
     

 
 
 

 
  Sederhana              Sederhana     Tidak Sederhana 

Domain terhubungkan secara sederhana jika setiap 
lintasan tertutup sederhana dalam domain melingkungi 
hanya titik-titik dalam domain.    
 

  
  

 

Integral Cauchy I) 
Misalkan fungsi f analitik pada interior C dan pada 

lengkungan tertutup C tersebut. Jika z0 titik dari interior C, 
maka 

Teorema 1 
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de  pada 

t 
erior 

C

e
erubahnya nilai integral yang menyangkut fungsi f, pada 

ya. 

0 , 
 merupakan titik-titik 

ersamaan lingkaran K tersebut z - z0  = r0 atau z - z0 = 

bar berikut: 

 
 

ngan pengintegralan mengamb ah positif
ngkungan tertutup C. 

Perhatikan ruas kiri dari rumus tersebut. Rumus tersebu
 ni f di

 

Kesamaan yang ada menunjukkan bahwa setiap 
ngubahan nilai fungsi f pada interior C, selalu diiringi oleh 

il ar
le

menyatakan lai fungsi analitik  suatu titik dari int
dan ruas kanan menunjukkan nilai integral yang 

menyangkut fungsi f, sepanjang lengkungan tertutup C, yang 
merupakan batas dari daerah yang terdiri dari interior C dan 
lengkungan tertutup C tersebut. 

p
b
batasn
Bukti:

Misalkan K lingkaran dengan pusat z , berjari-jari r0
dengan r  positif cukup kecil, dan K0
dari interior C.  

 

P
r0

0    2 , lihat gam
 

 
 
 

 
 
 
Fungsi  analitik pada interior C pada lengkungan C, 
kecuali di titik zo. 
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Apabila C dan K mengambil arah yang sama, yaitu arah 
positif, maka menurut Teorema A

 

 

nulus. 

Ruas kanan kita tulis f(z) = f(z ) + f(z) – f(z ), maka 0 0

 

Tetapi untuk setiap z pada K. 
dan dz = i  sehingga diperoleh ro

 

elanjutnya fungsi f analitik di zo, berarti f kontinu di zo dan 
enurut definisi kekontinuan untuk setiap  > 0 terdapat  
0, sehingga 
f (z) – f (z0)  > , apabila z – z0 >  
ilih ro lebih kecil dari , maka diperoleh: 

S
m
>

P

 

lingkaran K adalah 2  ro. 
Me

 
Keliling (panjang) 

nurut Teorema 2.2.5 

 

Karena  bilangan positif yang dapat diambil sekecil 
mungkin, maka 
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ipTerakhir d eroleh 

 

 
 

Integral Cauchy II) 
Misalkan D daerah yang terdiri dari lengkungan tertutup 

C dan interiornya. Titik z0 suatu titik dari interior C, arah 

 n dari f(z), yaitu f  (zo) ada untuk n = 1, 2, 
 Nilai turunan tersebut adalah 

 

Titik a dan b di D, maka 

 
 

Teorema 2 

pada lengkungan C arah positif. Jika f(z) analitik pada D, 
maka turunan ke (n)

3, ....
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Rumus umumnya: 

 

Bukti melalui definisi turunan 

 

auchy I, maka Menurut rumus integral C
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Pada lengkungan C, fungsi f(z) analitik dan berarti pula 

f(z) kontinu, sehingga f (z) � M untuk suatu bilangan 
positif M. 
Andaikan d jarak dari titik pada C yang paling dekat kepada 
zo, maka untuk setiap z pada C. 

z – zo  d atau    

Apabila  maka untuk setiap z pada C 

  atau    

Misalkan L menyatakan panjang lengkungan C, maka kita 
peroleh 

 

Jika  menunjukkan nol maka ruas kanan menuju nol, 
sehingga didapat 
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Dengan demikian terbukti bahwa 

 

Dengan definisi turunan ke n dar f(z) dititik zo, yaitu 

 

 
 

, 2, 3, ...., juga analitik pada D. 

 
Apabila f(z) analitik pada lingkaran C : z-z  = r pada 

a dan f(z)  M, untuk 
setiap z pada C. 
Maka untuk n = 0, 1, 2, ...... , 

 Apabila f(z) analitik pada suatu daerah D, maka turunan 
ke n; n = 1

Teorema 3 

    
 Teorema 4 

o
interiorny  terbatas pada C, yaitu f(z)

 

 

D. Teorema Integral Cauchy (Goursat) 
Jika f(z) analitik di dalam suatu dom

lam D. 

ain D yang 
terhubungkan sederhana, maka untuk setiap lintasan tertutup 
sederhana C di da
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87 
 
 

 

in D yang 
terhubungkan sederhana, m
sederhana C di dalam

ederhana (simple 
 ) 

t  = Integral pada lintasan tertutup sederhana 
) 

Untuk sembarang lintasan tertutup, karena fungsi-fungsi 
ini secara keseluruhan analitik untuk semua z. 

 suatu doma
aka untuk setiap lintasan tertutup 

 D. 

Jika f(z) analitik di dalam

 
 
 
 

 
Kontur (Contour)= Lintasan tertutup s

D
C

closed path
In egral kontur
(integral over such a path
Contoh:
1. Tidak singular atau fungsi keseluruhan (entire function) 

 
 

0
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2. Singular di luar Kontur 

 

C adalah lingkaran satuan (unit circle) 
   tidak analitik di  
Namun semua titik terletak di luar C. 
   tidak analitik di  di luar C. 

3. Fungsi non analitik 

 

adalah lingkaran satuan, 
sedangkan  tidak analitik 

. Cukup keanalitikan, tidak keharusan  4

 

 
tidak analitik di z = 0. 

5. Esensial terhubung sederhana  

 

 
terhubung sederhana, sehingga teorema 

Cauchy tidak dapat diterapkan. Karena fungsi  tidak 
analitik di z = 0. 
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dengan C adalah lingkaran satuan,sedangkan 
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Pembuktian Teorema Integral Cauchy 
Dalam bab ini dibicarakan mengenai pembuktian 

teorema Integral Cauchy, yang pembuktiannya dapat 
digolongkan atas dua cara:  
1. Dibuktikan dengan menggunakan teorema Green.  
2. Dibuktikan dengan menggunakan beberapa teorema riil 

variabel.  

ada daerah terhubung. C adalah 
path tertutup dalam daerah terhubung maka :  

eorema integral Cauchy ini berlaku untuk daerah 
terhubung sederhana dan daerah terhubung tak sederhana. 

a tersebut 
dengan me enuhi f (z) 

 (daerah). Selanjutnya Goursat 
enghilangkan 

syarat tambahan (pembatasan tadi) untuk f(z). Sejak itu 
teorema tersebut dinamakan sebagai teorema Cauchy-
Goursat.  
a. Pembuktian Teore dengan 

 
Misalkan f(z) analitik pada daerah terhubung R. C 

adalah path tertutup dalam daerah terhubung, maka: 

89 
 
 

Pembuktian Teorema Integral Cauchy 
Dalam bab ini dibicarakan mengenai pembuktian 

teorema Integral Cauchy, yang pembuktiannya dapat 
digolongkan atas dua cara:  
1. Dibuktikan dengan menggunakan teorema Green.  
2. Dibuktikan dengan menggunakan beberapa teorema riil 

variabel.  

ada daerah terhubung. C adalah 
path tertutup dalam daerah terhubung maka :  

eorema integral Cauchy ini berlaku untuk daerah 
terhubung sederhana dan daerah terhubung tak sederhana. 

a tersebut 
dengan me enuhi f (z) 

 (daerah). Selanjutnya Goursat 
enghilangkan 

syarat tambahan (pembatasan tadi) untuk f(z). Sejak itu 
teorema tersebut dinamakan sebagai teorema Cauchy-
Goursat.  
a. Pembuktian Teore dengan 

 
Misalkan f(z) analitik pada daerah terhubung R. C 

adalah path tertutup dalam daerah terhubung, maka: 

 
Misalkan f(z) analitik p

 
Misalkan f(z) analitik p

Teorema 5 

  

TT

Pada mulanya Cauchy m
makai pembatasan bahwa f(z) mem

Pada mulanya Cauchy m
makai pembatasan bahwa f(z) mem

embuktikan teoremembuktikan teorem

juga kontinu di D
membuktikan teorema tersebut dengan m
juga kontinu di D
membuktikan teorema tersebut dengan m

ma Integral Cauchy 
Menggunakan Teorema Green. 

ma Integral Cauchy 
Menggunakan Teorema Green. 

Teorema : Teorema : Teorema 6 
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Bukti: Karena f(z) = u + iv diketahui analitik dan 
mempunyai turunan kontinu, maka : 

 

 

 

Sehingga : 

 

 

 

 
Kontinu di dalam dan pada path C.  

Jadi teorema Green dapat digunakan, sehingga 
diperoleh:  

 

 

 

Dengan menggunakan persamaan 1 dan 2 diperoleh:  
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Cara lain:
Hasil yang sama akan diperoleh yaitu dengan 

memakai bentuk kompleks teorema Green sebagai 
berikut : 

 

Dengan menuliskan f(z) = B (z,  ), dan karena f(z) bebas 
dari  maka  
Sehingga: 

 

 

ATIHAN DAN PENYELESAIAN 
Tentukan integrasi kompleks berikut : 
a.  , C adalah 

L
1.

 lingkaran |z| =  ; x  0 dari –
i ke i 

Jawab: 
a. , C adalah  lingkaran |z| =  ; x  0 

dari – i ke i. 
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        - i 
 
Dari mata kuliah kalkulus, telah kita ketahui bahwa 

 
Karena sin iz = i sinh z 

Jadi  
 
b.  , C adakah 

         i 

Maka : 

 lingkaran |z| =  ; dari – i 
ke i pada bidang sebelah kanan 
Jawab : 

 , C adalah lingkaran |z| =  ; dari – i ke 
i pada bidang sebelah kanan. 

Tentu fungsi di atas tidak dapat langsung 
diintegralkan. Kita perlu melakukan ‘trik’ 
trigonometri, yaitu : cos(2x) = 1 –sin2x, 
Maka :  
Dengan demikian :  
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c.  , C adalah dari 1 menuju i sepanjang 

 , C adalah dari 1 menuju i sepanjang 
ompleks. 

Pertama, misalkan u =z2, maka du = 2zdz, atau 

sumbu kompleks 
Jawab : 

sumbu k

, sehingga . C 
berubah menjadi C1, artinya terjadi transformasi dari 
kurva C ke kurva C1 

 
 

 

Karena sinhz =  

Jadi,  
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d.

 , C adalah dari i menuju 0 sepanjang 
ar diingat kemb

cosh

 , C adalah dari i menuju 0 sepanjang 
sumbu y 
Jawab: 

sumbu y untuk seked ali bahwa: 
sinh  

Maka :  

i) 

    
(ingat : cosh ix = cos x dan cos ix = cosh x) 

 

                 =  

e.  , C adalah jalur sembarang dari  ke 
 

 

 

 

2. Hitung 
ber y 4 dengan arah berlawanan 
jaru
Jawab:

dengan f(z) = x - i y dan lintasan C 
bentuk ellips4x2 2

m jam. 
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Bentuk lintasan C: x2+  = 1 dengan penyajian z(t) = 
t 2 . cos t + 2 i sin t , 0 

z ‘( t ) = - sin t + 2 i cos t. 
f(z) = cos t - 2 i sin t 

 

 

ungla
 

3. Hit h , jika : 
a. f(z) = z +  , dan c ialah lingkaran satuan (searah 

m ) 
Jawab: 
f(z)

jarum ja

 = z + , dan C ialah lingkaran satuan ( searah jarum 
jam
C adalah lingkaran satuan (searah jarum jam) 

.       
Kurva disebut smooth jika C mempunyai turunan, 
sehingga : 

 ) 
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 0 

 
 

 

 

 
b. f(z) = Re z , dan C adalah parabola y = x2 dari

sampai 1+i 
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4.
 dalam arah berlawanan arah jarum jam dan 
gkan dengan teorema Cauchy. 

Hitunglah nilai integral fungsi sepanjang lingkaran 
satuan
hubun
a. f(z) =  

Jawab: 

 

Untuk soal ini, teorema Cauchy tidak dapat 
diterapkan, karena  tidak analitik. 

 
b. f(z) =  

Jawab ; 
  
Untuk soal ini, teorema Cauchy tidak dapat diterapkan, 
karena  tidak analitik. 

5. Hitunglah 
 

 dengan menggunakan integral 
Cauchy. 
Jawab: 

 untuk setiap kontur 
yang melidungi  dan bernilai nol untuk setiap 
kontur yang tidak melindungi  

 
6. Hitunglah   dengan menggunakan integral 

Cauchy. 
Jawab: 
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 terletak di dalam C. 
 

7. Integralkan   dengan arah berlawan n arah jarum 
jam sepanjang lingkaran |z+i| = 1 

a

 

 

 
8. Hitung integral dari fungsi f(z) = xy + 2iy atas lintasan C 

sepanjang kurva y = 3x2 - 3 dari titik ( -1,0 ) ke titik ( 0,-
3 ). 
Jawab: 

 

Persamaan lintasan C : z(t) = x(t) + i y(t) = t + i ( 3 
t2 - 3 ) dengan -1 t 0. 
Turunan, z ‘ (t) = 1+ 6 i t 
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9.  bila f(z) = z sin z dan lintasan C

Jawab:

 
Hitung  
berupa ruas garis yang menghubungkan dari titik ( ,3 ) 
ke titik ( 2 ,- ). 

 
wa

analitik pada domain tersambung sederhana 
muat lintasan C. Oleh karena itu, integral 
dari f(z) tidak bergantung ( bebas ) bentuk 

lintasan. 
Jadi: 

Pandang bah  f(z) = z sin z merupakan fungsi entire, 
sehingga 

eyang m
lintasan 
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SOAL-SOAL

1. Hitunglah , jika : 
a. f(z) =  , dan C adalah busur lingkaran dari 2 searah 

jarum jam sampai -2i 
b. f(z) = |z|2, dan C adalah lingkaran satuan 

 jam) 
2. h nilai integral fungsi sepanjang lingkaran 

satu  
hub auchy. 
a.

(berlawanan arah jarum jam) 
c. f(z) = (z-i)-1 , dan C adalah lingkaran |z-i|= 2 (searah 

jarum
Hitungla

an dalam arah berlawanan arah jarum jam dan
ungkan dengan teorema C
f (z) =  

b. f (z) = lm z 
c. f (z) = tan z 

3. Integralkan   dengan arah berlawanan arah jarum 
jam sepanjang lingkaran  |z-1| = 1 

4. Integralkan  dengan arah berlawanan jarum jam 
sepanjang lingkaran satuan. 

5. Integralkan fungsi  dalam arah berlawanan arah 
mjarum ja  sepanjang lingkaran satuan. 

6. Integralkan fungsi  dalam arah berlawanan arah 
jarum jam sepanjang lingkaran satuan 

7. Hitunglah  , jika C lingkaran |z-1| = 4 dengan 
arah positif. 
Hitunglah 8.  , apabila C berupa empat persegi 
panjang dengan titik-titik sudut –i, 2-i 2+i, i. 

glah9.  Hitun  , jika C lingkaran |z| = 4. 
Arah positif ( melawan jarum jam ). 
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10. Tunjukkan bahwa  

- oOo -
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BAB 5 
BARISAN DAN DERET 
BILANGAN KOMPLEKS 

A. Barisan Bilangan Kompleks 

 
 

Barisan kompleks adalah bilangan kompleks yang 
diurutkan dengan suatu pola tertentu. Biasanya ditulis dalam 
bentuk berikut ini: 

Definisi 1 

z , z , z , …atau { z , z , z , …} atau secara singkat {zn } …. 
  
Bilangan-bilangan z , z , z ,, … di atas disebut sebagai suku-
suku barisan. Suku ke zn disebut sebagai suku umum atau 
suku ke-n barisan tersebut. 
Contoh: 

, …. 

, , …. 
 
 

Dua barisan {zn} dan {wn} dikatakan sama jika dan 
hanya jika suku-suku yang bersesuaian sama. zn = wn untuk 
semua n = 1,2,3,… 

Teorema 1 

Barisan bilangan kompleks terdiri atas dua barisan yaitu 
sebagai berikut: 
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1. risan Konvergen Ba

 

 

Suatu barisan {zn} disebut konvergen jika terdapat 
suatu bilanganz sehingga: 

Definisi 2 

Perhatikan barisan {zn} dengan zn = xn + i.yn untukn = 
1,2,3,…Maka: 

Jika dan hanya jika:

Contoh 1:
Tentukan barisan {  } dengan beberapa suku 

pertamanya. 
Jawab: 

{  } = { i,  ,  ,  ,  ,  , , , … } 

Apabila diperhatikan tampak bahwa barisan ini konvergen 
ke bilangan 0 

 

 

Suatu barisan yang konvergen, limitnya tunggal 
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2. risan Divergen Ba
Ada 2 ciri utama dari sebuah barisan divergen. 
Ciri 1:  Bila n bertambah besar maka suku-suku barisan 

tersebut bertambah besar nilai mutlaknya tanpa 
batas. 

 
Contoh 2: 

Nyatakanlah apakah barisan  konvergen atau 

divergen. Beberapa suku pertamanya :  

Jawab: 
Tampak jika n makin besar maka barisan tersebut 
memiliki suku ke-n yang juga makin besar. Dengan 
demikian barisan ini divergen. 
Bila kita gunakan rumus pada teorema 2, akan diperoleh 
hasil limit : 

 

ilasi di titik 

 

 
Ciri 2: Jika suku-suku dari suatu barisan berosilasi di 

antara dua titik (atau lebih) maka barisan 
tersebut tergolong barisan divergen. Barisan 
berikut meskipun suku-sukunya tidak makin 
besar menuju tak terhingga tetap saja tergolong 
divergen, dan dinamakan divergen terbatas 
(bounded divergent).  

Contoh: Barisan  memiliki suku-suku per-
tama . Tampak suku-sukunya 
beros  Berarti barisan ini 
divergen. 
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B. Deret Bilangan Kompleks 

yang banyaknya suku tak terbatas disebut deret 
tak 

 

eret dikatakan konvergen ke S jika 
barisan {Sn} konverg

an 

1.  Deret Tak Hingga 
 
 
Deret 
hingga,  

notasi:

Definisi 3 

 
D

en ke S, yaitu S,
selainnya deret dikatakan divergen. 
Contoh: 

1. Baris  

 deret dibentuk
5i 

, 

k mempunyai limit, maka deret divergen

 Maka konvergen ke 

2. Deret

Sntida  

3. Deret aritmatika  
 S  = n  n ( a + Un ) =  

 =   

 Deret tidak konvergen (divergen) 

4.  Deret geometri  

nS  = a.  , r  0 dan a  0  
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Untuk  1,  =  deret konvergen 

Untuk  1,  = tak tentu  deret 
en 

 
a. eret tak hingga 

1) Jika deret Sn =  konvergen maka  
 

kon

, divergen 

Untuk  1,  =  deret konvergen 

konverg

Sifat-sifat d

= 0 (sebaliknya tidak berlaku )
2) Jika deret Sn = ,   0, maka deret 

divergen (akibat logis dari (1)) 
z  03) Jika deret Sn= , n  dan mempunyai 

batas atas maka deretnya konvergen. 
Untuk menyelidiki kekonvergensian suatu deret 

dapat digunakan “uji banding”, yaitu membanding-
kan deret tersebut yang telah diketahui ke-

vergensiannya.  
Ada tiga macam deret pembanding ; 
1) Deret geometri :  1, konvergen 
      1

nis : 2) Deret hiperharmo  k  1, konvergen 

3) Deret Bertrand  : 

    k  1, divergen 
 dibuktikan dengan kondensasi :  .  

konvergen,   k  1  divergen 
 , jika  k  1  

 konvergen 

Prinsip/cara penggunaan deret banding; 
1)  = deret pembanding,  = deret yang 

diselidiki 
a) Jika  konvergen 

Sedangkan 0 , maka 
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b) Jika divergen 
 Sedangkan 0  maka  divergen 

 0 dan  0 
  . 

2).  Jika dipenuhi: (i). 
 (ii)  = L 0  

.

tu deret 
kec eng
yang sudah jelas konvergensinya, dapat juga 
dilakukan dengan pengujian (tes) terhadap dirinya 
sendiri yang disebut “krite u “tes 
konvergensi”. Ada banyak tes konvergensi di 

 
 

Maka  dan  keduanya konvergen atau 
keduanya divergen  
 

b. Uji  konvergensi deret tak hingga 
 Untuk menyelidiki konvergensi sua

uali d an membandingkan deret-deret lain 

ria konvergensi” ata

antaranya; 
1) Uji rasio (uji pembanding ) 
  Uji rasio ini berlaku untuk deret dengan suku-

suku positif, yaitu membandingkan suku ke (n+1) 
dengan suku ke-n, 

Deret  dengan suku dan tidak negatif 
Jika  = L, maka: 

L  1a.  deret konvergen 

c. L = 1  didekati dari atas  deret divergen 
san 

2) kar  
 Teorema: De an suku-suku tidak 

b. L  1  deret divergen 

 didekati dari bawah  tak ada keputu
Uji A

ret , deng
negatif 
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Jika  = L, maka: 

.
 uji gagal 

a. L  1  deret konvergen 
b L  1  deret divergen 
c. L = 1

3) Uji Schlomilch 
 Teorema: Deret ( ), dengan suku-suku tidak 

tif nega
a Jik   = L, maka : 

na. L  deret konverge
b. L  deret divergen 

 

ilch ini hanya jika tes de 
u

Catatan: Uji Schlom
Alembert gagal, yait  bila  

 = 1 dan pendekatan dari bawah. 

4) Uji Raobe 
 Teorema: Deret ( ), dengan suku-suku tidak 

negatif 
 Jika  = L, maka : 

c. L = 0  en 
l  

ua-duanya divergenseperti dalam deret 

 deret 

a. L  1  deret konvergen 
b. L  1  deret divergen 

didekati dari bawah  deret diverg
5) Uji Integra
 Misalkan deret Un, dengan Un  0, , maka 

 dan  kedua-duanya konvergen 
atau ked

1n
nz

enan be

bilangan riil, kekonvergenan  dapat 

konverg rikut. diuji dengan beberapa uji ke
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1n
konve 0nz6) rgen lim nz , 0lim nn

z
n

1n
n  divergen. 

a.

z

nz konvergen
1n 1n

nz konvergen mutlak. 

b.
1n
nz  konvergen dan nz  divergen  

1n

1n
nz  konvergen bersyarat. 

c. konvergen mutlak  
1n
nz

1n
nz  

konvergen. 

7) Uji Banding 

nn bz dan konvergennb
1n 1n

n

nz  konvergen. 

n za dan  divergen   divergen. 

Bentuk umum : 21 qqqn  

Jika 

a zn
1n

n
1n

8) Deret Geometri 

n 1

1q   m

Jika 

aka deret konvergen. 

1q  maka deret divergen. 
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9) Derett p 

Bentu

Jika p
Jika p
 

3. Deret Ta
Dalam

senttasi fu
dari suku
fungsi te
dianggap 
Taylor m
Brook Ta
deret ters
dari na
Maclaurin

 

 
Deret

yang terd
sistem bil

0 
Dalam be

dengan n
melamban

Definisi 4

uk umum : 1
n

pn1

1p   maka dere
1p  maka dere

aylor dan Deret
m matematika, D
fungsi matematik
u-suku yang nil
ersebut di sua

sebagai limit 
mendapat nama d
aylor. Bila deret 
sebut dinamakan
ama matematik
n 

t Taylor dar
diferensialkan 
langan riil a  ada

entuk lebih ringk

! melambang
ngkan nilai da

4

10

pp 3
1

2
11p

et konvergen. 
et divergen. 

 Maclaurin 
Deret Taylor ad

ka sebagai jumla
ainya dihitung 

atu titik. Dere
polinomial Ta

dari matematika
tersebut terpusa
n sebagai Dere
kawan Skotlan

ri sebuah fung
tak hingg

alah deret pangk

kas dapat ditulisk

gkan faktorial
ari turunan ke-n

00 

 

dalah repre-
ah tak hingga 
dari turunan 
t in dapat i 
aylor. Deret 

awan Inggris, 
at di titik nol, 
t Maclaurin, 
ndia Colin 

gsi riil f(x) 
ga dalam 
kat 

kan sebagai: 

l n dan f (n)(a) 
n dari f pada 
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titik a. Tu
sendiri, d

Dalam
disebut ju
Contoh:
pendekata
bawah ini

Fung
 

Untuk
terdiferen
dirumusk

dengan

urunan ke-0 dar
dan (x  a)0 dan 0

i f didefinisikan 

m kasus khusus
uga sebagai Dere

Grafik  f(x) 
an  Deret Macla
i : 

Gamb
gsi f(x) = ex dan be

k fungsi 
nsialkan pada ti
kan sebagai berik

 

10

r
0! didefinisikan 
s di mana a = 
et Maclaurin. 
= ex dan gra

aurin untux x =

bar 1:  
entuk Deret Macla

kompleks f
itik z0,  maka D
kut: 

01 

sebagai f itu 
sebagai 1. 
0, deret ini 

afik dengan 
= 0 seperti di 

 

aurin  

f(z) yang 
Deret Taylor 

 



 Analisis Kompleks |  125  

Seh

 
 

laurin adalah Deret Taylor dengan pusat  
ngga: 

 
 
 
 
 

a. Beberapa Deret Taylor Khusus 
1) Deret Khusus 1 

Diketahui suatu fungsi: f(z) = 

ingga: 
 
 

Deret Mac
z0 = 0, sehi

 

.  
Selanjutnya, kita akan mencari Deret Taylor 
dan Maclaurin fungsi ini. Setelah fungsi f(z) 

i turunannya, lalu 
ua turunan.  

) = 

diketahui, kita harus mencar
ola dari semdiformulasikan p

Untuk fungsi f (z) tersebut di atas: 
f (z) =     (-1  

 (z) =     (-1) =  

 (z) =     (-1) =  

Dari penjabaran di atas, maka dapat disimpul-
kan bahwa: 

(z) =  
Maka  
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Ole
Deret T

h karena itu, apabila ingin ditentukan 
aylor dari fungsi f(z) di atas pada titik 

z0 = i  maka yang harus dilakukan adalah 
melakukan substitusi z0 = i  ke dalam deret 
pangkat, sehingga: 

 

alam kasus ini, f(z) tidak 
analitik pada z=1 

Berikutnya kita akan menentukan Deret 
Maclaurin dari fungsi z) tadi. yakni dengan 
mel

Perlu diperhatikan bahwa pengubahan 
fungsi analitik f(z) ke dalam bentuk deret 
Taylor hanya berlaku dalam batas-batas 
keanalitikan f(z). D

f(
akukan substitusi z0 = 0 pada deret 

pangkat sehingga menjadi: 

 

 
2)

da kasus sebelum-
nya, kita terapkan juga kali ini . 
f(z) =          

(z) =  
aka dapat disimpulkan:  

Deret Khusus 2 
Diketahui f (z) =  
Seperti langkah–langkah pa

m
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Sehingga dengan menggunakan Deret Taylor 
diperoleh: 

 

 
3) Deret Khusus  3 

f (0)  = 0 

f “ (z) = - sin (z) 
 f “ (o) = 0 
  f “’ (z) = - cos (z) 
  f “ (0) = -1 

(4) (z) = sin (z) 
= 0 

 1 
 Deret Mac 

Diketahui f (z) = sin (z)  
Maka:  f ’ (z) = cos (z)  f ‘ (0)  = 1 
  

  f
 f (4) (0) 
  f(5) (z) = cos (z) 
 f(5) (0) =
Jika disusun secara manual maka
Laurin untuk  f (z) = sin (z) : 
sin (z) = 

 

n (z)  si = 
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4. Deret Laurent dan Integral Residu 
a. Integral Residu 

 Tujuan dari integral residu adalah untuk 
mencari hasil dari integral , yakni 
integral dari fungsi  pada kurva tertutup . 
Hasil in ebut hanya ada pada dua 
kemungkinan berikut ini: 
Jika  analitik di dalam atau pada kurva  
maka hasil integral ini sama dengan nol. 
Jika  memiliki singularitas (ada pole) pada 
titik (misalnya  , sementara di daerah 
lain (tetap di dalam atau pada kurva ) bersifat 
analitik, maka  dapat dinyatakan menjadi 
deret Laurent, berikut ini: 

tegral ters

 

alah koefisien Maka residu dari fungsi  ad
dari  dalam hal ini . Dituliskan dalam 
bentuk: 

 
 
Residu untuk Simple Poles
 Simple poles adalah pole

b.
 atau titik singular 

i simple 
, yai

dengan orde satu. Ada dua rumus untuk mencari 
residu dari fungsi  yang memilik
poles tu: 

 

Misalkan fungsi  dapat dinyatakan dalam 
bentuk  

 maka: 
dengan  dan  

memiliki simple zero pada 
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Jika 
memiliki

 memiliki simple zero ini berarti  
 simple pole. 

c. Residu pada Poles Berorde Banyak 
Misalkan fungsi  memiliki pole berorde 

sidunya, digunakan 
 
n, maka untuk mencari re
rumus berikut: 

 

:
nlah resid emua titi ular 

i: 

Contoh
Tentuka u pada s k sing
(poles) dari fungsi berikut in

 
 

 
Penyelesaian: 

  Bila kita uraikan, maka fungsi 
ini akan menjadi  

 

Sehingga dihasilkan  (orde 1/simple 
pole) 

 ( orde 1 / simple pole)  
, ,  
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Dengan menggunakan rumus berikut diper-
oleh: 

 

 

 

2)
Pole fungsi di atas adalah  dan orde 4. 
Maka residu fungsi tersebut, yaitu: 

 

 

 

 

 

Jadi, 
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3)  
Berarti memiliki dua buah poles, yaitu: 

 (orde atau ) dan  (orde 
atau ) 
Dengan menggunakan rumus berikut diper-
oleh: 
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d. Penggunaan Residu dalam Integral Kompleks 
 Apabila lintasan tertutup C di dalam daerah D 
memuat satu atau lebih titik singular (pole), maka 
integral sepanjang lintasan tertutup C dapat ditentu-
kan menggunakan teorema berikut. 

 

Residu Cauchy 
Jika f analitik di dalam dan pada lintasan tertutup C 
yang berarah positif kecuali di titik singular terasing 

nzzzz ,,,, 321  maka  

 

Tentunya pole yang berpengaruh terhadap 
integral tersebut adalah pole yang berada di dalam 
atau pada kurva . Kurva C yang dibahas di sini 
adalah kurva tertutup dengan arah pergerakan 
berlawanan arah jarum jam. Jadi, jika ternyata kurva 
yang diketahui searah dengan jarum jam, maka 
tinggal diberi tanda negatif saja pada ruas kanan dari 
rumus di atas. 

 
Contoh  
Hitunglah integral berikut dengan menggunakan 
residu.  
1) dengan  kurva  ber-

lawanan dengan arah jarum jam. 
2)  dengan  kurva  ber-

lawanan dengan arah jarum jam. 
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3)   dengan  searah 

 

jarum jam 

Penyelesaian: 

dengan 

 

Dengan .  adalah pole 

yang berorde 1, sehingga: 

dan 
 

 

 

 

berada di dalam 
ata lah

auchy seperti 

 

 
Jika semua residu dari pole yang 

u pada kurva  te  dihitung, maka tinggal 
menggunakan rumus residu C
berikut: 
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2)   dengan  

 

Pole yang dimiliki adalah: 
, , dan 

 
 

 

 

 

Sehingga integralnya adalah sebagai berikut: 
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3)   dengan  searah 

 

jarum jam 

 

 
Terdapat 3 kutub atau pole yaitu :  (orde 
2), (orde 1), dan  (orde 1). 
Karena ketiga kutub tersebut dilingkupi oleh 
kurva  maka kurva  dibagi menjadi tiga bagian 
(dengan syarat tiap bagian hanya melingkupi satu 
kutub). 

 yang melingkupi  
 yang melingkupi  
 yang melingkupi  

Selanjutnya

 

 
 dihitung satu per satu: 
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,  (orde 1) 

 

Maka hasil integralnya (searah jarum jam): 

 

 

 

Kemudian pada kurva  dengan : 
 

  (orde 2) ; 

 
M (searah arum jam): aka hasil integralnya  j

 

 

 

Berikutnya pada kurva  dengan  : 
  (orde 1) ; 
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Maka hasil integralnya (searah jarum jam) : 

 

 

Maka : 

 
 
LATIHAN DAN  PENYELESAIAN 

1. Tunjukkan bahwa:  

2. Selidiki konvergensi deret : 

 

 , suku umum  

=  

 Jawab:  
 Gunakan deret pembanding deret hiperharmonis dengan 

suku umum  = yang konvergen ( k  1 ) 

 =  = 1  0

 Jadi: (  ) konvergen. 

3. Selidiki konvergensi deret dengan suku umum  = 

 

 
Jawab:
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Deret pembanding dengan suku umum  =  deret 
harmonis yang divergen. 

Untuk n  3 dipenuhi 0  
Berarti 0  
Karena ( ) divergen maka ( ) divergen 

4. Selidiki konvergensi deret :  dengan 
membanding deret  
Jawab: embanding deret geometri  dengan m

 , r =  yang konvergen 

   maka 0  
0  

n = 2
 n = 1 1   =   1   

1
4

1
2
  karena ( ) konvergen 

n = 3
maka ( ) konvergen 

 

n i aerah :

dst 

5.  Selidiki lonverge s  d  2

)1(
n

n

n
n

 

n
lim

n
u

In
n

1

= im In 
n
l

n

n
nnIn

1
2

 

n

lnln
 

n
lim

n
n

ln
= 

n
lim

u
In 1

nn lnln
 

n
In

Inn

n

1
112
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Jawab:     
n
lim

Inn
u

In
n =

n
lim In

1

Inn
1

 

n
lim

n
un

ln

1ln
= 2 + 

n
lim

ln
1

1 n

n
ln

 

n
lim

n
un

ln

ln
= 2 +

1

 
n
nn

1limln

n

n1

limln
1

= 2 + 
eln

= 2 

Jadi, 
n
lim

n
n

ln
 > 1 dere e

u
ln

= 2 t  konverg n 

Selidiki konvergensi deret 

1

2n
n13

 

Jawab:

6.
n 13
n

 
n
lim

n
un

ln

1ln
= 

n

n
n
lim

n n

ln

13
23

 

 

nln 2

n
lim

n
un

ln

ln

1

=
n
lim

n
n

n lnln2
n

ln
13

31
 

 
n
lim

n
un

ln

1ln
= -2 + 

n
lim

n
n

ln
13

 

n31ln
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n
lim

n
un

ln

1ln
= -2 + 

n
n

n

n

lnlim
13

31limln
= -2 

 Jadi, 
n
lim

n
un

ln

1ln
= -2 < 1  deret divergen 

7. Selidiki konvergensi deret 
1

2 32
1

n nn
 

Jawab:  Dengan Uji de Alembert gagal, karena 
n
lim

1n

n

U
U

=1 

didekati dari bawah dengan  Schlomilch: 

n .ln 
n
lim

1n

n = 
n
lim

U
U

n ln 
2

2
2

2

3nn
n

n .ln

 

n
lim

1n

n

U
U

=  ln
n
lim

n
n

32
2

2

2

 

n .ln

nn

n
lim

1nU n

nU
= ln lim

nn
32

221 2 = 2 

lim n .ln

nn

Jadi 
1nUn

nU
= 2 > 1  deret konvergen 

 
8. onvergensi deret dengan suku umum  

U n = 

Selidiki k :  

12.....753
22.....642

n
n

 

Jawab: U n = 
1
242

2.....753
2.....6

n
n
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n
lim

n

n

U
U 1Dengan uji de Alembert: = = 1 

Didekati dari bawah  gagal. 

Dengan uji Schlomilc : n. ln

n
lim

12
2
n

n

n
lim

1n

n

U
U

 

 = n. ln 
n
lim

n
n
2

12  

 = 
n
lim n n . l

n1
n2

1  

 = ln
n
lim n

n1
n2

1  

 = ln e 2
1

= 
2
1  

Jadi, lim n .ln 
n

nU

1nU
= 1

2
< 1  deret divergen 

9. Selidiki deret konvergensi deret 
nn

 

Jawab:  U 1n = 

3
1

2

131 2 nn
= 

1
2

1
2 nn

 

n

n

u
U 1 = 

2

2 3
nn

n
 

n

n
lim n 

n

n

U
11  = 

n
itlim n 

U
2

1 2 nn
 

32 nn
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n
lim n 

n

n

U
U 11  = 

n
itlim n 

321
22 nnn

 
22 nn

n
lim n 

nU
1 = 

n
lim  

U n 1 it n
22 2

22 n
n

= 2 
n

Jadi 
n
lim n n

U
11

n

U
= 2 > 1  deret Konvergen 

10. Selidiki konvergensi deret : 
12n

2n
 

Jawab:  U 1n = 
32
22

n
= 

n
nU n 32

n
n
nU n

2
12221 = 

2
32

2

2

3
1

 
n

nn

n
lim n nU 11 = n 

nU n
lim

nn 32
1 2  

nn 132 2

n
lim n n

U
11 = 

n
lim n 

n

U
nn 32 2

1
 

n
lim  n nU 1

nU
1 = lim

n 32
1

= 0 

n

n

n
lim

nU
 

Selidiki Konvergensi deret : 

nU 1 ti dari bawah, deret 

11.

1 = 0  dideka

divergen.

1

1
nn
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Jawab:  diam l Ubi n  =
xlnx

1
n  0 , un  x > 1 dan U

 

tuk

2
1

5
1 1

31 xdx
xx

dx = -2x = 2 

 Berarti 
1 x

 
1
x

 dx konvergen

 Jadi deret 
1

1
konvergen

12.  Selidiki konvergensi deret : 

nn
 

5 ln
1

n
 

n

Jawab: diambil fungsi 
xx ln

1
, sehingga U = n xx ln

1

untuk x > 5 dan U n 0 

 
5 ln. xx

1
dx = 

5 ln
)(ln1 d

x
x = ln. ln x

5 =  divergen 

Berarti  
5 xx

d

(

ln.
x 

1
 divergen 

13. Selidiki konvergensi deret : 2 nn

Jawab: 
n
itlim

)  cos
1

n ncos2( n) = 
n

<1, berarti deret divergen. 
 

 120 

lim n(2 + cos n ) =  

Hasil limitnya berubah-ubah antara 1 dan 3, tidak mungkin 
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14. i ret : 
1

2

9n

 Selidiki konvergens  de
n

Jawab: 
n

itlim n
n

n2

9
= 

n
itlim

n
n9

9

n 2

= 
1
9

= 9 > 1  jadi 

divergen 
2

23
1

 
n
n2n15. Selidiki konvergensi deret : 

Jawab: itm 
n

li n

nnn 12 = lim
n

it n n2

23
1

n 23 n
n

= 1
3
1

= 
3
1

< 1  jadi konvergen. 

 

16. Tentukan Deret MacLaurin dari f (z) =  pada z0 = 0 
awab: Deret MacLaurin berarti pusatnya, z0 = 0

Sebelumnya kita sudah mempunyai deret khusus 1, 
J  

yaitu: 

 

Dari bentuk inilah kita menentukan Deret Maclaurin dari 
 

Perhatikan teknik berikut ini, pasti sanga
pengerjaan soal selanjutnya. 

t berguna untuk 
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Tampak bahwa dilakukan subtitusi z dalam deret khusus 
di (-z) sehingga diperoleh Deret Maclaurin 
 atas.  

17. Tentukan Deret Maclaurin dari f (z) = 

 

1 menja
seperti di

 
 

us menuliskan bentuk atas ke dalam bentu
usus. Misalnya kita mem h bentuk berikut ini: 

Kita har di k 
deret kh ili

 

ab: 
f’ ( z) = cos (z)  f’(0) = 1 

 f”(z) =  - sin (z) f’’(0) = 0 
 
 f  (z)= sin (z)   f  (0) = 0 

v v

al maka deret Maclaurin 
untuk f(z) = sin (z) 

 

1) Diketahui f (z) = sin (z), f ( 0) = 0, tulis fungsi f(z) 
dalam bentuk deret Maclaurin 
Jaw

f”(z) = -cos (z) f’’’(0) = 1 
1v 1v

f  (z)= cos (z)   f (0)=1 dan seterusnya 
 
Jika disusun secara manu

 122 



146  | Analisis Kompleks

sin(z)=f(0) + 

......
!5

)0(.
!4

)0(.
!3

)0('''.
!2

)0(''.
!1

)0(' )5(
4

)4(
321 fzfzfzfzf  

sin(z)=0+

...................
!5

.
!4

.
!3

.
2

.
1

10101 5432 zzzzz  

sin(z)=z - .................
)12(

.1.........
!5!3

1253 zzz n

0 nn
 

z1
1

18. Tentukan deret Maclaurin dari f(z) =  

Jawab: 
Deret Maclaurin berarti pusatnya , z0 = 0.  
Sebelumnya kita sudah mempunyai deret khusus 1 , 

yaitu f(z)= 
01 n

z
z

 

dari bentuk inilah kita m

1 n

enentukan Deret Maclaurin dari 
perhatikan teknik berikut ini, pasti sangat berguna untuk 
mengerjakan soal selanjutnya. 

n

nn n

nz
z

.........)1()}
)1 00 0

 

Tam ilakuk tusi z dalam deret 
khu sehin leh Deret Maclaurin 
seperti di atas. Selanjutn aclaurin 

n
nz ).(1{()(11

z (1
pak bahwa d an substi

sus menjadi (-z) gga dipero
ya  tentukan Deret M

dari f(z) = 
z42

1
 

Kita harus m nuliskan bentuk  diatas ke dalam bentuk 
der ni: 

e
et khusus, misalkan kita memilih bentuk berikut i

)2.()1(* nn z  11*11
0221242 nzz
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)1( n

Jadi :
0 0

1.2.)1(
2

)2.(
n n

nnn
n

zz

 

19. Deret MacLaurin dan Deret Laurent dariTentukan 

)2()1(
1)(
zz

zf  

Penyelesaian: 

)2(
1

)1(
1

)2()1(
1)(

zzzz
zf

Titik singular )(zf  yaitu 1z  dan 2z .   
at annuluDibu s 21 z , sehingga dapat diperoleh 

Deret MacLaurin untuk 1z  dan deret Laurent 
 dan 2z . untuk 21 z

a.   Deret MacLaurin untuk 1z . 

)(zf  analitik untuk 1z , sehingga 

21
1

2
1

1
1

)2()1( zzzz
 

11)(zf

1,
20

1
0

zzz
n

n

n

n

n

b.   Deret Laurent untuk 21 z .    

)(zf  an  ualitik ntuk 21 z . 

)2(
1

)1(
1)(

zz
zf . 
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z
z

zzzzzz

n
n

n

n

1,

11,11
11

11
1

1

0
1

0

 

1

z
0

1 2
2n
n

Jadi, 

0

,

1
2

,
22

1

21
1

2
1

2
1

n

n

n

z

zz
zz

 

.21,
0 0

1zn n
n 2
1

)2(
1

)1(
11

1 zz
zz

n

n
 

c.   Deret Laurent untuk 

)2()1( zz
)(zf

2z . 

)(zf  analitik untuk 2z . 

)2()1( zz
11 . )(zf

1,1

1, 11

0
1 z

z

zzzz

n
n

n

n

 

1111
111 0zz
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0
1

0

2,2

12,21
21

11
2

1

n
n

n

n

n

z
z

zzzzzz
 

 
SOAL-SOAL
1.  Uraikan fungsi f (z) yang diberikan  berikut ke dalam 

deret pangkat di sekitar z0 yang diberikan dan tentukan 
jari – jari konvergensinya. 
a)  

b)  = 0 

c)  =dan z0 =1 

d)  =i danz0 = 2 
e)  ; z0 = 0
f) ez+1; z0 =1
g)  =1
h) = 1

2.  Uraikan fungsi f (z) yang diberikan berikut ke dalam 
deret pangkat sekitar z0 yang diberikan dan tentukan jari- 
jari konvergensinya . 

a.  0; zz
 

b.  

1 0z

0;
2 z 0

2

zz  

c.  0;
21

1
0z

z
z

 dan z0 = 2 
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d.  iz
z 0;1

-z

 dan z0 = 2 

e.  e  ; z0 = 0 
f.  e2+1 ; z0  = 1  

g.  1; 0zz
 )1( 2z

2 ; z0 =1 h.  (z-1)2 .e

i.  0;
)(

sin z
z

z  

j.  1 0;
)3 0).(( ziz
z  
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