MUDAH MEMAHAMI

ANALISIS
KOMPLEKS

Analisis Kompleks




MUDAH MEMAHAMI
ANALISIS KOMPLEKS

Penyusun:
Hj. Zetriuslita, S.Pd.,M.Si

esai over:
Desain Cover
Budi “ccline” Yuwono

Layout Isi:
Endro ‘JazameDIA’

Diterbitkan oleh:
Fahma Media
Sono, Wedomartani, Sariharjo,
Ngaglik, Sleman, Yogyakarta

Cetakan Pertama, Agustus 2014

Hak cipta dilindungi Undang-Undang. Dilarang
memperbanyak dalam bentuk apapun tanpa seijin
penerbit.

2 | Analisis Kompleks




KATA PENGANTAR

Bismillahirrahmanirrahim

uku yang ada di hadapan pembaca ini terinspirasi dari

pengalaman penulis sebagai dosen pengampu mata ku-

liah Analisis Kompleks. Begitu susahnya mahasiswa me-
mahami mata kuliah Analisis Kompleks. Hal ini terbukti dari
hasil ujian semester yang menunjukkan banyaknya mahasiswa
yang mendapat nilai C, D bahkan E. Mahasiswa yang menda-
pat nilai A dan B bisa dihitung dengan jari.

Sudah lama sebenarnya penulis ingin menyelesaikan
karya ini. Namun sempitnya waktu dan ditambah lagi
kesibukan penulis sebagai Ketua Program Studi 2
periode (2004 s/d 2012) mengakibatkan proses pembuatan
buku ajar Analisis Kompleks ini baru bisa terselesaikan
tahun ini. Melalui buku berjudul ‘Mudah Memahami
Analisis Kompleks’ ini, penulis berharap mahasiswa
dapat lebih mudah memahami mata kuliah ini.

Buku ini disetting sedemikian rupa sehingga mengikuti
silabus mata kuliah, Pembahasan buku ini terdiri dari
lima. Bab I membahas tentang bilangan kompleks.
Sedangkan bab II membahas fungsi, limit dan kekontinuan
fungsi kompleks. Turunan fungsi kompleks diulas di bab III,
kemudian dilanjut-kan pembahasan integral fungsi kompleks
di bab IV. Pada bab V, penulis menyajikan ulasan tentang
barisan dan deret bilangan kompleks. Masing-masing bab
diuraikan secara gamblang, mulai dari pengertian, sifatsifat
hingga latihan penyelesaian soal-soal.
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Rasa syukur penulis haturkan ke hadirat Allah Ta’ala,
sebab hanya atas berkat, rahmat dan hidayah-Nya, buku ini
dapat diselesaikan. Shalawat dan salam semoga senantiasa
tercurah-kan kepada junjungan kita Nabi Muhammad
Shalallahu ‘alaihi wasallam.

Sebelumnya tak pernah terpikir oleh penulis untuk
menerbitkan buku ini. Masih banyak ilmu yang belum penuli
kuasai dan minimnya pengalaman dalam dunia kepenulisan
adalah ganjalan utama dalam proses penyelesaian buku ini.
Meski de-mikian, hal ini tidak mengurangi hasrat penulis
untuk selalu mencoba lebih baik dan lebih baik lagi. Apalagi
dalam profesi sehari-hari sebagai dosen, penulis selalu
berusaha mengembangkan diri dan berpikir untuk selalu
berkarya dan membagi manfaat kepada orang lain. Buku ini
diterbitkan atas bantuan dana dari pihak Universitas Islam
Riau. Untuk itu penulis mengucapkan terimakasih yang tak
terhingga kepada pihak Universitas Islam Riau sehingga buku
ini bisa diterbitkan.

Ucapan terima kasih secara khusus dan teristimewa
penu- lis haturkan kepada Ibunda penulis yang selalu
senantiasa ber-mohon kepada Allah, semoga anaknya selalu
diberi Allah ke-mudahan dalam menjalani hidup ini. Kepada
suami tercinta, Dr. H. Eddy Asnawi, SH., M.Hum dan
anak-anak; Muhammad Ghaffar, Muhammad Luthfi dan
Muhammad Aziz Habiburra- him, yang telah menjadi sumber
inspirasi yang tak ada habisnya dalam menjalani aktivitas
penulis, baik sebagai dosen maupun sebagai sebagai orangtua.
Kepada Ayah dan anak penulis yang kedua, Muhammad
Thariq Allkram, yang keduanya telah almarhum, buku ini
menjadi sebuah tanda penghormatan dan doa dari penulis,
semoga Allah SWT memberikan ampunanNya.
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Semoga buku ini bermanfaat bagi pembaca khususnya ma-
hasiswa di lingkungan program studi Pendidikan Matematika
FKIP UIR dan umumnya pemerhati Matematika.

Penulis yakin, buku ini masih banyak terdapat
kekurangan. Kritik dan saran yang konstruktif sangat penulis
harapkan demi perbaikan buku ini ke depan.

Pekanbaru, April 2014

Penulis,

-00o0 -
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BAB 1
BILANGAN KOMPLEKS

A. Definisi

Sebelum mengenal lebih jauh himpunan bilangan
kompleks, akan diperkenalkan terlebih dahulu bilangan
imajiner atau bilangan khayal. Dalam himpunan bilangan
real R, kita tidak dapat menyelesaikan persamaan x°+7=0),
karena akan diperoleh +V-1. Sehingga untuk menyelesaikan
persamaan tersebut, kita memerlukan himpunan bilangan
yang baru. Himpunan bilangan baru ini dinamakan
himpunan bilangan imajiner atau bilangan khayal.

Bilangan imajiner atau bilangan khayal adalah bilangan
yang merupakan akar kuadrat dari suatu bilangan negatif,
misalnya \})—75,\/— 7,4—13,4/-16 ,+/-25dan sebagainya. Jika
bilangan real R digabungkan dengan bilangan imajiner atau
bilangan khayal, maka disebut bilangan kompleks.
Himpunan bilangan kompleks yang secara umum
disimbolkan dengan Z telah banyak aplikasinya dalam
bidang fisika. Konsep bilangan kompleks secara alamiah
muncul pada abad ke-16, yaitu ketika para ahli matematika
ingin meng-ekspresikan seluruh akar dari polynomial.

Definisi 1
Bilangan kompleks adalah bilangan yang berbentuk z =x +
iy, di mana x dan y bilangan real dan i’ = —1. Jika nilai x # 0
dan y = 0 maka z = x + iy, merupakan bilangan kompleks
yang real. Jika nilai x = 0 dan y # 0 maka z = x + iy,
merupakan bilangan imajiner murni. Notasi bilangan
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kompleks dinyatakan dengan huruf z, sedang huruf x dan y
menyatakan bilangan real. Himpunan semua bilangan
kompleks diberi notasi Z. Jadi

Z ={z|z=x+1iy, x€ER, yER }.

Jika z = x + iy menyatakan sembarang bilangan
kompleks, maka x dinamakan bagian real dan y bagian
imajiner dari z. Bagian real dan bagian imaginer dari
bilangan kompleks z biasanya dinyatakan dengan Re(z) dan
Im(z).

Definisi 2

~—

ilangan kompleks z;=x;+iy; dan bilangan kompleks
zy=x,+iy, dikatakan sama, yaitu z;=z,, jika dan hanya jika
X]1=X2 dany1=y2.

Dapat juga bilangan kompleks z dituliskan pasangan terurut
(x,y) dari bilangan nyata x dan y.

B. Operasi Pada Bilangan Kompleks
Penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian dua

bilangan kompleks didefinisikan sebagai berikut:
Misalkan
zZ] = (X1y1): (X1 + l)/]) dan zZy = (Xg ,yg) :( X2+ iyg), maka:

z;+z, =(x;+ x5y +y2)atau

z;tz = (X] + XZ)+ l (yl +y2)

z1-zy = (xX;+ X2yt y2) atau

Zj-2Zy = ()C] + )C2)+ l (yz +y2)

Z 22 = (X1X2—Y1Y2,X1Y2—X2Y1)

atau Zle Z) = ()C]Xg—y] y2)+ I (X]yQ—XZyI)
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Zy Xty xtiyn xp - iy,
Z; X+ 1y, X + 1Yy X2 — 1Y,

XXyt Y1 Y2 | X2Y1-X2)1
X3 + Vi X3+ Vi

C. Sifat-Sifat Bilangan Kompleks
1. Sifat Tertutup

a.

Tertutup terhadap Penjumlahan

Artinya jika z; dan z, adalah anggota bilangan
kompleks maka z,+z, € Z

atau jika z;, z, € Z, maka z; +z,€ Z

Tertutup terhadap Pengurangan

Artinya jika z; dan z, adalah anggota bilangan
kompleks maka z;- z, € Z

atau jika z;, z, € Z makaz;- 2, € Z

Tertutup terhadap Perkalian

Artinya jika z; dan z, adalah anggota bilangan
kompleks maka z;.z, € Z

atau jika z;, z,€ Z maka z,.2,€ Z.

Tertutup terhadap Pembagian

Artinya jika z; dan z,; adalah anggota bilangan
kompleks maka z,/z,€ Z

2. Sifat Komutatif

a.

Komutatif Penjumlahan : z;, z, =z, + z;

b. Komutatif Perkalian :z;+z, =z, + z;
3. Sifat Assosiatif

a.

b.

Assosiatif Penjumlahan: (z; +z,) + zz=2z;+
(z2+z3)
Assosiatif Perkalian: (z;.z:)z3=2zi(z2. z3)

4. Sifat Distributif

a.

Distributif perkalian terhadap penjumlahan
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(z; +2z5)z3=12z1z3 + z;z3 atau
Z](ZZ+Z3):Z]ZZ+Z]Z3
b. Distributif perkalian terhadap pengurangan
(Z] - Zg) Z3 =2z zZ3 - Zyz3 atau
Zj(Zg— Zg) =Z]Zy)= Z]Z3
5. Sifat Identitas
a. Identitas terhadap penjumlahan
z€Z dimana 0 + 0i = 0 € Z sehinggaz + 0 = 0
+tz=z
b. Identitas terhadap perkalian
z€Z dimana/ +0i =1 € Zsehinggaz. = 1.
z=z
6. Sifat Invers
a. Invers terhadap penjumlahan
z € Z di mana invers dari z adalah —z € Z
sehingga z + (-z) = 0
b. Invers terhadap perkalian
z € Z di mana invers dari z adalah z'€ Z
sehingga z.z"'=1]

D. Bilangan Kompleks Sekawan
1. Pengertian Bilangan Kompleks Sekawan
Jika z = x + iy= (x,y) bilangan kompleks, maka
bilangan kompleks sekawan konjuget) dari z ditulis Z,
didefinisikan sebagai zZ= x - iy= (x,- y). Dariz = x + iy
dan Z = x — iy, diperoleh x = %(z + Z) dan y =21i(z —7Z)
2. Sifat-Sifat Bilangan Kompleks

Operasi aljabar bilangan kompleks sekawan di dalam
himpunan bilangan kompleks memenuhi sifat-sifat
berikut:
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a. Jika z bilangan kompleks, maka:
1) z=2
2) z+ Z = 2Re(z)
3) z—2Z = 21Im(z)
4) z-Z = [Re(z)]’ + [Im(z)]’

b. Jikaz ,z bilangan kompleks, maka :
1 2

1))

Zl+22 :Z1+Zz

E. Arti Geometris Bilangan Kompleks pada Bidang
Kompleks
1. Arti geometris bilangan kompleks
Bidang kompleks diberi nama bidang Argand atau
bidang Z. Jika z= x + yi adalah bilangan kompleks,
maka z dapat digambarkan pada bidang Argand atau
bidang Z. Sebagai arti geometris bilangan kompleks

adalah:
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Gambar 1
Representasi Bilangan Kompleks Z Pada Bidang Kompleks

2. Arti geometris penjumlahan bilangan kompleks
Jika zZ]= X]+iy1, zy= X2+iy2, maka z;1t Zo=x;+
xy+i(v;+y2) dapat digambarkan pada bidang Argand atau
bidang z sebagai berikut.

Gambar 2
Representasi z;+ z, pada bidang kompleks
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3. Arti geometris pengurangan bilangan kompleks
Jika z;= x;+iy;, z; = x+tiy,, maka z;- z; digambarkan
pada bidang Argand atau bidang z.

Gambar 3
Representasi z;- z; pada bidang kompleks

F. Modulus (Nilai Mutlak) Bilangan Kompleks

Definisi 3

~—

Modulus (Nilai Mutlak) dari bilangan kompleks z
dilambangkan dengan |z | = |x + iy|

Adapun nilai dari |z| = /x2+y? di mana nilainya
adalah bilangan riil.

Arti geometris |z] menyatakan panjang garis yang
terbentuk dari titik (0,0) ke (x,y) pada bidang kompleks
(bidang Argand) atau panjang vektor (x,y) yaitu jarak
dari titik asal O terhadap titik z =('x,y).

Adapun gambar |z| pada bidang kompleks adalah:
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Gambar 4
Representasi|z| pada bidang kompleks

Akibat definisi di atas, jika z; = x;+iy;, z2 = x+iys,
maka:

zi- 2= (4 = )2+ (V1 — ¥2)?
menyatakan jarak antara titik z;dan z, pada bidang
kompleks.
Adapun gambar | z;- z,| pada bidang kompleks adalah:

Jd =
S /
3 !
lf‘k\\- /
£ ‘\ 2
7 “\\I‘ A I
; -
.-"l -\\\ ,."' I —
. & —
."l i \’_ﬁ- I
7 —— :
b —
a
Gambar 5

Representasi| z;- z, | pada bidang kompleks

Sifat- sifat dari nilai mutlak bilangan kompleks
1. Jika z bilangan kompleks, maka:
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z]° = [Rez)]” + [Im(z)]’
2| = |2|
iz =zZ

|z| = [Re(z)| = Re(z)
2 = In(z)| > Im(z)
2. ] 1ka z; dan z, bilangan kompleks, maka:

o a0 o

a. |zjz2| = |z | z2]
b. 12| = 1z1] 2,2

2] |zzp 7
c. |zi+z:|<|zi| + z
d. |zi-z2| = |z/] - | z2]
e. |zi-z2| 2| |z - | 22|

G. Bentuk Polar (Kutub) dan Eksponen dari Bilangan

Kompleks

Dalam koordinat polar bilangan kompleks z= (x,y)
dinyatakan dengan r dan 8 yaitu z =(r, 8 ). Dari gambar
di bawah ini, didapat x = r cos@ , y = r sin , r =
Jx? 4+ y?= |z|, 6 adalah sudut antara sumbu x positif
dengan oz. Bilangan kompleks ini dapat digambarkan
pada bidang Argand sebagai berikut:

hd
104

Bidang Argand

Gambar 6
Representasi z = r cos 8+ isin 6 pada bidang kompleks
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Untuk z #0, sudut 6 dihitung dari tan 6= y/x, jika z = 0,
maka =0 dan @dapat dipilih sembarang.
Dari keterangan di atas, maka bentuk polar (kutub) dari
bilangan kompleks z= (x,y) = x + iy dapat dinyatakan dalam
bentuk :

z=r(cos 0B +isin @)

Definisi 4 ‘
Pada bilangan kompleks z=r(cos 6 +i sin 6), sudut 6
disebut argument dari z ditulis & = arg(z). Sudut 6 dengan
0 <0 < 2m atau —r < 6 < m disebut argument utama dari
z.

Definisi 5

Dua bilangan kompleks z;=r; (cos 6, +i sin 8;) dan z, =r;
(cos 8, +i sin 6,) dikatakan sama yaitu z; -z, jikar; =r;
danz; =r;dan 6, = 6,.
Rumus Euler : e = cosf +isin6, dapat digambarkan
dalam bidang kompleks

Im

A

1] e = cosy + ising
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[y

Dengan menggunakan rumus Euler, bentuk polar bilang-

an kompleks dapat dirubah menjadi
z=r(cos@ +isinf)=re

Ini merupakan bentuk pangkat dari bilangan komplek z

i

Contoh:
Nyatakan bilangan kompleks z = Y3+ i dalam bentuk
polar dan eksponen

Jawab:
z =3+ i, diperoleh r = 2dan @ = Z (kuadran I),
sehingga

bentuk polar dari z = V3+ i adalah: z = 2 (cos =+

i sin?) dan bentuk eksponennya adalah z = 2 e™/¢

Pangkat dan Akar Bilangan Kompleks

Pangkat Bilangan Kompleks
Rumus De’Moivre untuk n bilangan asli

Apabila,
zi=r;(cos@;+sinb;)=r;cis 0,

z;=ry(cos@;, + sinb;)=r;cis 0,

zZy =1ryco8(0, +sin@,) =r,cis 8, ,n bilangan asli

maka dari itu rumus perkalian dua bilangan kompleks
dapat dilanjutkan secara induktif dan didapat:

212223 Zyp =1irar3  ¥pcos(0, 1 60,4 03+ +6,) tisin

(01+ 0, + 03+...+9n) (])

11
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Akibatnya, jika z; -z, -z3 - - z,, maka dari (1) diperoleh
rp-ry-r3— . -—rpdan 8, - 6, ;3 - -6, sehingga
diperoleh rumus De'Moivre yaitu:
Z" =(cosO+i sin@)"= ¥" (cos nO+i sin n6)
Khususnya untuk » = /, didapat:

Z'=(cos@ +isin@)" = (cos n@ +
isinn@)=cisn6

2. Pembagian Dua Bilangan Kompleks
Untuk pembagian bilangan kompleks z;= r;(cos 6 ; + sin
0 1) oleh z;=ry(cos @, + sin ») adalah :
z 7,(cos, +isin6,) B r(cosé, +ising,) (cosf, —isiné,)
Z - rz(cosﬁ2 +isinc92) - rz(cos:92 +isin€2) (cos:92 —isin:92)

Zl_

Ik . . g .
—‘[cos 6, cos 0, +sin 6, sin @, +i(sin 6, cos @, — cos b, sin b, )]
Z, n

A_h [cos(6, — 6, )+isin(6, -6, )] (1
z, 1

Dari rumus (1) diperoleh :

arg[ij =0, -0, =argz, —argz,
Z
Akibat lain jika z = r (cos @ + i sin 6), maka :

é B %[COS(_ 0)+isin(-0)|

Apabila z" manyatakan Ln , n bilangan asli, maka :
z

1 1

z'=—=
n

R % (cosnf +isinnb) -

1 (cosné@ -isinnf)

X
r" (cosnd +isinnd) (cosné -isinnd)
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-n

z" = Ln[cos né -isinné]

r
L1 . 1Y
z" = —ncos(— n@)+isin(-nd)= (—j
r z
Contoh:
Diketahui:

z;=2-2i dan z,=V2 + i V2. Tentukan nilai%
2

Jawab:

Dari rumus di atas, ditentukan dulu »; dan 7, serta@; dan
6> maka diperoleh:

ri=2+2 dan r, =2 serta@,- Zn dan 6, = in. Dari
persamaan (1) diperoleh:

A i [cos(6, - 6,)+isin(6, -6, )]

Z, n

=\/§{cos§7z+isin%7z}= -i\/i

. Akar dari Bilangan Kompleks

Setelah kita membahas bentuk pangkat, maka
selanjutnya kita akan membahas bentuk akar dari
bilangan kompleks, yaitu:

Misalkan w" =z maka w = 3z atau w = z'/®
Nilai-nilai akar sebanyak n buah nilai dari bentuk Vz
dapat diperoleh dengan mengacu pada kedua bentuk
persamaan dalam bentuk polar berikut ini, yaitu:

z =1(cosf +sinf) dan w = R(cos?I + sin19)
Maka bentuk w™ = z akan menjadi:
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w™ = R™"(cosn@ + i sinn@) = z = r(cos 6 + i sin )

Dari persamaan di atas, didapatkan R™ = r, sechingga
R = Vr sedangkan nilai argumen-argumennya adalah:
n@ = 6 + 2km  schingga @ = %+¥
k adalah bilangan integer, yaitu &k = 0,1,2,...., n — 1,
untuk mendapatkan » buah nilai yang berbeda.
w=Nz=r (cos O¥2km | isin 9+2kn)

n

atau

0+2km . . O+2km
w=zlUn = yi/n (cosT+ LSLTl—)

Ke-n buah nilai tersebut terletak pada suatu lingkaran

yang berjari-jari Vr dengan pusat lingkaran terletak
dititik asal dan membentuk suatu polygon beraturan
bersisi 7.

Bilangan kompleks z adalah akar ke-n dari bilangan
kompleks w, jika z" =w, dan ditulisz = r% jika
z= p(cos@+isin®) akar ke-n dari bilangan
kompleks w = r(cos 8 + i sin ), maka

Z"=w

p™(cosn® + isinn@) = r(cos O + isinH)
dari persamaan ini diperoleh
p" =1;n® = 0 + 2km , k bilangan bulat
0+2km

1
Akibatnya p = rn dan @ = , sehingga akar ke-n

dari bilangan kompleks w = r(cos 8 + i sin #) adalah
1 0+ 2kn . (0 +2kn
Z=17Tn [cos (—) + isin (—)]
n n
k bilangan bulat dan » bilangan asli
ada n buah akar berbeda yang memenuhi z* = w.
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Untuk memudahkan, dipilih bilangan bulat k£ = 0, 1, 2, 3,

0+2km
o (1), < =

akar ke n dari w

< 2m sehingga z;, z,,..., z, sebagai

Hasil Kali Titik dan Silang

. Hasil kali Titik Dua Bilangan Kompleks

Misalkan z; = x; + iy; dan z; = x, + iy, dua bilangan
kompleks (vektor).

Hasil kali titik dari z; dan z, (juga dinamakan hasil kali
skalar) didefinisikan dengan:

z10z2 = 1z1ll z2/ cos 8 =xx> +ypy2=Re {z, .23} = % {

zy.22t%zz, }

di mana 6 sudut antara z; dan z, yang terletak antara 0

dan 1.

Sifat yang dapat diturunkan dari definisi di atas adalah

sebagai berikut :

1. Bilazjo z;> 0 maka 8 merupakan sudut lancip

2. Bila zj0 z,< 0 maka 8 merupakan sudut tumpul

3. Bila z; 0 z2= 0 maka 6 = 90° atau z; dan z; saling
tegak lurus/ortogonal

Sifat-sifat Hasil Kali Titik pada Bilangan Kompleks

Jika z; z,dan z3 adalah tiga buah vektor kompleks, dan m

sebuah skalar, maka berlaku:

1) z;0 z>=z0 z; (sifat komutatif)

2) (z;0z3) 0 z3=z; 0 (27 0 z3) (sifat asosiatif)

3) zj0 (z2 +z3) =z,0 z; + z;0 z3 (sifat distributif)

4) m (zj0 z)= (mz;) 0z, = z;0 (mzy) (sifat perkalian
dengan skalar m)
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5) zj0z; =0, (garis z; dan z; saling tegak lurus)
6) zi0z;= |z

2. Hasil Kali Silang Dua Bilangan Kompleks
Hasil kali silang dari z; dan z, didefinisikan dengan:

z1xzy = = Izjll z2l sin @ = xy; —yix; = ]m{Zl ~ZZ} = % {

z, .Zg-Z]Zz}

Jelaslah bahwa

z,.22=(z102z3) ti(z1xz2) = Iz111z51e%

Jika z; dan z, tak-nol, maka:

1. Suatu syarat perlu dan cukup agar z; dan z, tegak
lurus adalah z; ,z, = 0

2. Suatu syarat perlu dan cukup agar z; dan z, sejajar
adalah z; x z, - 0

3. Panjang proyeksi z; pada z;adalah |zl, 1251/ 1z;].

4. Luas jajaran genjang yang sisinya z; dan z, adalah /z;
Xzl

Sifat-sifat Hasil Kali Silang pada Bilangan Kompleks

Jika z; z, dan z; adalah vektor kompleks dan m adalah

sebuah skalar, maka:

1) Z1X 2y = ZpX Z (sifat komutatif)

2) z1 X (z2 +z3) =(z1X zp)+ (z1X z3) (sifat distributif)

3) zi (mzy) = (mzy) Xz, = m(z;Xz) (sifat perkalian
dengan skalar m)

4) z1xzy =0 (garis z;dan z, sejajar)

5) 0xzl =z x0=0 (sifatidentitas 0)

6) (z1Xz3) X z3 = z1 X (z2x z3) (sifat asosiatif)

7) z1X (z2X23) = (210 z3) X22 — (210 z2)x z3 (sifat
distributif)
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LATIHAN DAN PENYELESAIAN
1. Misalkan z;= 2-3i dan z,= -5 + [ .Tentukan z; + z;, z;—

z
22 Z] .22 dan —1.
Z2

Jawab:z; +z,=(2-3i) + (-5 +i)=-3-2i.
21—22:(2-3i)-(-5+i) =7—4i
z1.22=(2-3i) (-(5+i)=-4+17i

dan

21 _

Zy
2-3i _ 2-3i —5-i
—5+i —54i —5—]

—10-2i4+15i+3i2 1, 1.
= =t

25—i2 2 2
2. Misalkan z;= 2-3i dan z,= -5 + i.Tentukan z; + z,, z;—

z
Z2Z] . zzdan —1.
Z2

Jawab:z; +z,=(2-3i) + (-5 +i) =-3-2i.
21—22:(2-3i)-(-5+i):7—4i
zp.z3=(2-3i) (-5+i)=-4+17i

zy  2-3i _ 2-3i -5-i

dan — = - = -, -
Zy —5+i —5+i —-5-i
—10-2i4+15i+3i? 1 1,
: = —-+-i
25—i2 2 2

Misalkan z; = [+3i, z, = 3-2i. Gambarkan bilangan

kompleks z;, z,, z;+ zodan z;-z,
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H'\.
2
z£=z|-z:\ Ilf I
!
'\\ 2 .-"f
A/
\ |/ —
Y ! _,F.a-ﬂ’"f;:z#z
oty
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. Tentukan sekawan dari 3 + 2/ dan 5; adalah —5i.
Jawab: adalah 3 - 2i , —5i.
. Jikaz = x + iy, buktikan bahwa |z|* = zZ
Bukti: |z]* = | X*+ y’|= (x + iy)(x + iy)=zZ
. Jika z; = x;+iy;, zo = x,+iy,. Buktikan bahwa: | z; z, | =
|21 | 22|

Bukti: | z; 2 [’= (z; z2)

) (z,-2,) _ _ , ,
Jad1:\z;z;|= |Zl ||Zz| (Zl Zl)(Zzzz):|Zl ’ ‘Zzl

. Tentukan nilai mutlak dari z = 3 — 4i dan gambarkan
pada bidang kompleks.

Jawab: |z] = /x% + y2= /32 + (=4)2=5




8. Tulis bilangan kompleks berikut dalam bentuk eksponen

(pangkat )

az=V3-i c.z=\2 +i\2
b.z=-3 +4i d z=-1-i
Jawab:

= [x2 2 d; — _ y
a. r=./x%+y?diperolehr=2dan 8 = arc tan=,
. _ -1\ _
sehingga 68 = arc tan (\/5) =
5?71 (kuadran IV) diperoleh z =2 e>™/3
= [x2 2 di — _ y
b. r=./x%+ y?diperolehr=5dan 6 = arc tan—,
sehingga 8 = arc tan (— g) (kuadran IT) diperoleh

; 4
7 = Sel arctan(—g)
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c. r=,/x?+ y2diperolehr=2dan 8 = arc tan%,
sehingga 6 = arctan (%) = arctan(l) =
/4 (Kuadran II)
diperoleh z = Ze(Z)i

d. r=4/x2 + y2 diperolehr=+2 dan 6 =

arc tan%, sehingga 6 = arc tan (:—1) =

%ﬂ (kuadran I1T)diperoleh z= \2 @5mi/4

9. Jika z = 3-3i, hitunglah 2% ?
Jawab:
Seandainya kita tidak mau menggunakan dalil de Moivre
pun, kita bisa mengerjakan soal ini secara ‘tradisional’,
yaitu dengan mengalikannya satu per satu.

2= (3-3i)(3-3i)(3-3i) = 27-81i+81i°-27= -54-54i

Nah, bagaimana jika kita ingin mengerjakannnya dengan
menggunakan dalil de Moivre?

r= VO +9-3v2

tan# = %3= -] 8= ~ér

2” = reia(39) ’

2 = ({37 [em (~§ ) +igin (~§ )]
#i-—54 — 5,
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1
10. Tentukan (—16)= !
Jawab:

Misalkan z = (—16)%, berarti harus dicari penyele-saian-
penyelesaian persamaan

7' =-16 diperoleh z* = p*(cos 4@ + i sin 4@) -16 =16
(cos  + sin 1),

p*(cos 4@ + isin4@)=16 (cos T +i sin )

Dari persamaan ini diperoleh:

pt=16p =2
atau
40 =1+ 2kn0 =" k=0,1,2,3
Jadi,

z=2 [cos (—”+ikn )+ [ sin (—”+ikn )]

Keempat akar tersebut adalah
Untuk k=0, 2 =2 cos 7 + i sinz =2 + V2

k=1 2z 2c0sT+1sm———\/§+\/§l

k=2,'Z3ZZCOSTn+isinT=-\/_-\/§l

k=3,'Z4=2cos%n+isin%n= V2-42i
11. Jika z; = 3+4i dan z, =-4+3i, tentukan:

a. Z1°z2p
b. zyxzy
Penyelesaian:

a. zyozp= Re{(3+4i)(—4+3i)} =Re{-24-7i} =24
Atau cara lain :
21029 =3)(-4) +(-4)(3) =24
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b. zyxzp=
Im 2y} =Im{Q+4i)(—4+3i)} = Im{24—Ti} =—
Atau cara lain :
21xz23 =) - (H(4) = -7

12. Dari soal no. 10, carilah sudut antara z; dan z,

Penyelesaian:
Dengan menggunakan rumus cosé = 21273 , diperoleh:
cos@=1"%2 __24 . =_24=—0,96
z1|z2|  P-4i-4+3] 25
sehingga:

6 = arccos(—0,96) =16°16' (hasil pendekatan)

13. Tulis V1 + 2i dalam bentuk bilangan kompleks x +iy
Penyelesaian: V1 + 2i = x +iy
1+ 2i=(x+iy)?=x-)" = 2ixy

Diperoleh x*- y” = 1 dan 2xy = 2= xy = |

Dengan menggunakan metode eliminasi dan substitusi

diperoleh: x = \/§2+1 dan y = f% sehingga dapat

ditulis VI + 2i = x = \/\/§2+1 4 i\/ﬁz_l
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14. Dengan menggunakan rumus Euler, tunjukkan bahwa:

R R . T RN R
mszﬁ'=(e te ) T tete = = (1 +cos24),

2 i

. AP _ o8N Gl g oW

st = = = il —ecos 283
: ( 3 ) 1 7' )
Penyelesaian: §i0 L gt S8 it
Rumus Euler ¢os 8 = s sind = T
. i

Sehingga:

o (el 4 it T s I L 0210 o—2i6
cos 0 = = —(1 + —)

2 4 2 2

1
= E(l + cos 28)

el _ gt 208 _ 1 4 —2if
cos’0™ ( - ) =
H —
2i0_ ,-2i6
(1 + L) = 1(1-cos26)

2 2

N

SOAL-SOAL

1. Diketahui: z; =4 +i dan z, = 5- 4i. Tentukan z; + z;
dan ZZZ]!

2. Diketahui:z;=-2-i; z,=3+4i; danz3;=4+5i
a. Apakah (z;+zy) +z; = z;+ (z; + z3)?
b. Apakah (Z] Zg)Z3 =Zj (Zg Z3)?

3. Diketahui: z;=3+2i; z, =1+1i; danz; =4 + 2i.
Tentukan (z; z,) + z3

4. Tentukan nilai a dan b. jika diketahui (a+b) + i(a-b) =
(3+21)2+ i(2-3i)

5. Jika diketahui: z; = 3+2i dan z, = -2+7i. Tentukan nilai

dari21 + 2z
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10.
11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18
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. Tunjukkan bahwa 2 + i = V5e~itan-1(2)

19.
20.

Sederhanakan bentuk z= % ol 4

i 2-i

Diketahui: z = 6i-1, tentukan Z dan Re
z

NN

Jika z;=4-3i dan z,=2 + 11i, tentukan nilai | z;- z,|
Tentukan bentuk polar dan eksponen dari

z =6+ 2

Buatlah grafik bilangan kompleks z = 4 + 6i

Tentukan daerah penyelesaian dari | z + 2i| < [ pada
bidang kompleks

Gambarkan 2z;- z; jika diketahui z;=3-4i; danz3 =4 +
5i

Tentukan akar kuadrat dari -75-8i

Hitung (1 +iV3)"" dan z =(-1)"*

Jika z; =3 —4idan z, = -4 + 31.

Tentukan :

a. Zjozz

b. z 1XZ2

Tentukan sudut lancip diantara vektor-vektor pada Soal

13.

Buktikan bahwa luas jajaran genjang di bawah ini adalah
121 X 25/
h=z;sin6
Z
Z1 0

2
Hitunglah (-2 + 2i) °
Buktikan bahwa | z;- zo| > | z| - |25 |




21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.

. Tentukan akar-akar dari 5-2i dan 8 + 4i\5
Buktikan bahwa:
SN0 _ 8cos30 — 4 = 2 cos36 + 6¢cos 6 — 4
Buktikan :

a. Re {Z]Zz}: Re {Z]}Re {Zg} —Im {Z]} Im {Zg}

b. Im { z;z;}= Re {z;} Im {z:} — Im {z,} Re {z5}
Gambarkan pertidaksamaan berikut pada Dbidang
kompleks:

a. l|z|>|z1|

b. |z+2| > 1 + |z-2|

c. -2<Re(z) <0

d |z+i| <2

Te\r/ltukan bentuk eksponen dari bilangan kompleks z =
-2V3-2i.

Buktikan bahwa:
) g
b L :@
=1zl
Tulislah bentuk +v1+1i dalam bentuk x + iy. Dan

tunjukkan bahwa: tan /8 = /2 — 1.

Hitung z jika z3 = —1 + i

Sederhanakan hasil dari (5+4i)(3+7i)(2-3i)

Jika z = 6 e™/3, hitunglah |e®|

Jika z = x + iy, buktikan bahwa |x | + |y | <V2 | x + iy|

Tulis bilangan kompleks berikut dalam bentuk x+ iy

() (14 30) + (54 7i), () (1430 — (5+7i), (i) (14 3)(5 + 7i),
1+ 3

R ) V3 + 4, (vi) log(1 + i).
- I

(iv)
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33. Uraikan bentuk (cos & + i sin8)3 ke dalam bentuk
cos 39, sin 38 dan tunjukkan

) s T2
bahwa: j cos” @ dil, [ sin” # ad),

34. Dengan menggunakan soal no.33, hitunglah:
0830 = 4¢cos’9 — 3 cos 8,

sin 36 = 3sin 6 — 4sin’6.
35. Tentukan argument dari bilangan kompleks:

a z=1-1
b. z=-—n-mi

-00o0 -
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BAB 2
FUNGSI, LIMIT DAN
KEKONTINUAN

Sebelum membahas pengertian fungsi kompleks, ada

beberapa konsep dasar yang perlu diketahui, yaitu

pendahuluan dari topologi yang menyangkut topik-topik

berikut:

1. Himpunan: koleksi titik-titik pada bidang Z. Operasi
pada himpunan yaitu gabungan, irisan, penjumlahan dan
pengurangan beserta sifat-sifatnya.

a.

b.

Himpunan tertutup (closed sets). Suatu himpunan S
dikatakan tertutup jika S memuat semua batasnya.
Himpunan terbatas (bounded sets). Suatu himpunan
S dinamakan terbatas jika kita dapat menentukan
suatu konstanta M sehingga 1zI< M untuk setiap titik
z dalam S. Suatu himpunan tak terbatas adalah
himpunan yang tidak memiliki batas. Suatu
himpunan yang terbatas dan tertutup dinamakan
kompak.

Titik-dalam, titik-luar dan titik-batas (interior,
exterior and boundary points). Suatu titik zp
dinamakan suatu titik-dalam dari auatu himpunan S
jika kita dapat menentukan suatu lingkungan ¢ dari zy
yang semua titiknya termasuk pada S, maka zj
memuat titik di S dan juga titik di luar S, karena itu
zo dinamakan titik-batas. Jika suatu titik bukan suatu
titik-dalam atau titik-batas dari suatu himpunan S,
maka titik ini dinamakan titik-luar dari S.

Analisis Kompleks | 27




d. Himpunan terbuka (open sets). Himpunan terbuka
adalah suatu himpunan yang hanya terdiri dari titik-
dalam. Sebagai contoh, himpunan titik z sehingga
Iz1< [ adalah suatu himpunan terbuka.

e. Himpunan tersambung (conected sets). Suatu
himpunan terbuka S dikatakan tersambung jika untuk
setiap dua titik di himpunan tersebut dapat
dihubungkan oleh suatu lintasan berbentuk ruas garis
lurus (yaitu lintasan segi banyak) yang semua
titiknya terletak di dalam S.

f. Daerah terbuka atau domain (open regions or
domains). Suatu himpunan terbuka tersambung
dinamakan suatu daerah terbuka atau domain.

g. Penutup (closure) suatu himpunan (closure of a set).
Jika suatu himpunan S kita gabungkan semua titik
limitnya, maka himpunan baru yang terbentuk
dinamakan penutup himpunan S dan merupakan
suatu himpunan S dan merupakan suatu himpunan
tertutup.

h. Daerah tertutup (close regions). Penutup suatu
daerah terbuka atau domain dinamakan suatu daerah
tertutup.

i. Daerah (regions). Jika pada suatu daerah terbuka
atau domain kita gabungkan beberapa, semua atau
tidak sama sekali titik limitnya, maka kita
memperoleh suatu himpunan yang dinamakan
daerah. Jika semua titik limitnya, maka Kkita
memperoleh suatu himpunan yang dinamakan
daerah. Jika semua limitnya digabungkan, maka
daerahnya tertutup, dan jika digabungkan sama
sekali, maka daerahnya terbuka.

j. Gabungan dan irisan pada himpunan (union and
intersection of sets). Suatu himpunan yang memuat
semua titik pada himpuana S; dan S, atau pada
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keduanya dinamakan gabungan dari S; dan S,,; dan
dinyatakan dengan S;+S,. S; S, Suatu himpunan
yang memuat semua titik pada kedua himpunan §;
dan S, dinamakan irisan dari S; dan S,, dan
dinyatakan dengan S; dan S,

. Komplemen suatu himpunan (complement of a set).
Suatu himpunan yang memuat semua titik yang tidak
termasuk di S dinamakan komplemen dari S dan
dinyatakan dengan S°.

Contoh:
H={z|Im(z)> 1}, maka H = { z | Im(z) <1},
I={z|2<|z|<3})maka‘={z||z|>2 |z| > 3}

Himpunan nol (kosong) dan himpunan bagian (nul/
sets and subset). Tepat sekali untuk memandang
suatu himpunan yang tidak memuat satu titik pun.
Himpunan ini namakan himpunan nol (kosong) dan
dinyatakan dengan ©. Jika dua himpunan S; dan S,
tidak memiliki unsur persekutuan (yang dalam kasus
ini dinamakan lepas atau himpunan saling terasing),
maka kita dapat menuliskan hal ini dengan S| 0 S; =
©O. Suatu himpunan yang dibentuk dengan memilih
beberapa, semua atau tidak sama sekali titik pada
himpunan S dinamakan bagian dari S. Jika kita
menghilangkan kasus di mana semua titik dari S
dapat dipilih, maka himpunan yang terbentuk
dinamakan himpunan bagian sejati dari S.

. Himpunan terbilang dan tak terbilang (countability
and uncountability of a set). Jika anggota atau unsur
suatu himpunan dapat dikaitkan satu-kesatu dengan
himpunan bilangan asli 1, 2, 3, ..., maka himpunan
tersebut dinamakan terbilang dalam hal lain dinamakan
tak-terbilang.
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Berikut ini adalah dua teorema penting pada himpunan

titik.

1) Teorema Bolzano-Weierstrass. Setiap himpunan
terbatas tak terhingga memiliki paling sedikit satu
titik limit.

ii)) Teorema Heine-Borel. Misalkan S suatu himpunan
kompak, yang setiap titiknya termuat dalam satu atau
lebih himpunan-himpunan terbuka Al, A2, ..., (yang
kemudian dikatakan cover (selubung) dari S). Maka
terdapat sejumlah berhingga dari himpunan A1,A2,
..., yang menyelubungi S.

2. a. Lingkungan z,: himpunan semua titik z yang terletak
dalam lingkaran yang berpusat di z, berjari-jari r, r
> (). Ditulis N(zy, r) atau |z-zy| <r

b. Lingkungan tanpa z,: himpunan semua titik z # z) yang

terletak di dalam lingkaran yang berpusat di zy, berjari-

jari r, » > 0. Ditulis N '(z,7) atau 0 < |z-zg| < r

Contoh: N(i, 1 )atau|z-i| <Idan N (0,e)atau0 < |z| < &

c. Titik limit: Titik zy disebut titik dari himpunan S jika
untuk setiap N'(zo, §) maka SNN"(zo, §)#0

d. Titik batas: Titik z, disebut titik batas dari himpunan S
jika setiap N'(zo, 6) memuat suatu titik di S dan memuat
suatu titik yang tidak di S.

A. Fungsi Kompleks

Fungsi kompleks definisinya identik dengan fungsi real
satu peubah y = f{x). Namun ada penggantian lambang
peubah bebas x oleh z dan peubah tak bebas y oleh w.
Dengan demikian, maka fungsi kompleks tersebut dapat
ditulis sebagai w = f{z), di mana z pada himpunan di bidang
kompleks.
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Definisi 1

Misalkan D himpunan titik pada bidang z. Fungsi kompleks
f adalah suatu aturan yang memasangkan titik z anggota D
dengan satu dan hanya satu titik w pada bidang w, yaitu
(z,w) fungsi tersebut ditulis w = f{z).

Himpunan D disebut domain dari £, dinyatakan oleh Df dan
f(z) disebut range dari f dinyatakan oleh Rf, yaitu himpunan
f(z) untuk setiap z anggota D.

Misalkan w = u + iv adalah nilai fungsi f di z = x + iy,
sehingga
w= f(z) = f(x+iy)=u + iv = (x,y) +iv(x,p).
Jika koordinat polar » dan € pada x dan y digunakan, maka:
u-+iv= f(rem),
di mana w = u + iv dan z = re"’. Sehingga f{z) dapat ditulis

fz) = u(r,0) + iv(r,0).

Contoh-contoh fungsi kompleks seperti berikut:

% w =z"+10, fungsi dengan domain seluruhnya di bidang z

% w =z, fungsi dengan semua titik pada bidang z, kecuali
diz=20

% w=/z/+iz -z, fungsi dengan semua titik pada bidang
z, kecualidiz =0

% w = 1/(z+1), semua titik pada bidang z, kecuali di z = +i

Jenis-jenis Fungsi Kompleks
a. Fungsi suku banyak

Bentuk umum:
w=a' +a; 2"+ ... +anz+a,=P)
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Di mana ay # 0, a;, ... , a, konstanta kompleks dan »
bilangan bulat positif yang disebut derajat suku banyak

P(z).
Transformasi: w = az — b, dinamakan transformasi linier.
Contoh: w = (1+i)z°-3i Z°+ 2-2i) z + (4-2i)

b. Fungsi pangkat (eksponen)

z x+yi

w=e=¢""=¢"(cosytisiny)

di mana e=2,71828... adalah dasar logaritma natural
(asli)

Jika bilangan riil positif, maka kita mendefenisikan

a’ = ™ di mana In a adalah logaritma natural (asli)

dari a.

¢. Fungsi trigonometri
Dari rumus Euler, diperoleh fungsi trigonometri, yaitu :

1,4, i . 1,
cosz =3 (e” +¢e") dan sinz =— (e -e*
y A

y A
y=sinx

AN AT AN
U U U

Gambar 1.
Grafik fungsi sin x dan cos x pada diagram Cartesius

Dengan mengubah fungsi trigonometri dalam bentuk
seperti di atas dan dengan memanfaatkan fungsi-fungsi
eksponen, maka penyederhanaan dalam bentuk standar
bilangan kompleks dapat dilakukan.
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Sifat fungsi trigonometri riil juga berlaku untuk
fungsi trigonometri kompleks. Sebagai contoh, kita

mempunyai sifat:

Rumus identitas fungsi trigonometri:

.2 2
Sin“z +cos’z=1
2 2
1 +tan’z =sec’z
2 2
1+ cot’z =cscz

d. Fungsi invers trigonometri

Sudut negatif:

sin (-z) = —sinz
cos (-z) = cosz
tan (-z) = —tanz

Jika z = sin w, maka w = sin”'z disebut invers sin z atau
arc(sin z). Dengan cara yang sama kita definisikan cos

1

diperoleh:
a. sin'z= l,ln{iz + V1 -— ZZ}

L

b. cos'z = %ln{iz + Vz2% — 1}

-1 1+iz
c. tan'z == ln{ }
1-iz
] 1 i+Vz2-1
d. csc’'z==Ilnj———
l zZ
-1 1 i+VV1-z2
e. sec z=?ln _
z

f. cot z——l {Zﬂ,}

VA

e. Fungsi hiperbolik

z, tan’z dan lainnya. Dari rumus trigonometri,

Fungsi hiperbolik didefinisikan sebagai :
coshz = % (e€+e”)  dan sinhz = %( e—e”)
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¥y = cosh x

XY

/

¥ =sinh x

Gambar 2.
Grafik fungsi sinh x dan cosh x pada diagram Cartesius

Pada fungsi hiperbolik berlaku:
sinh(-z) = — sinhz
cosh(-z) = coshz
tanh(-z) = — tanhz

Hubungan antara fungsi trigonometri dan fungsi
hiperbolik:

sin iz =i sin hz cosiz = coshz tan iz =1 tan hz
sinhiz=1isinz cosh iz = cos z tanhiz =1itanz
Contoh:

Cari semua solusi untuk persamaan sinh(z) = 0

Jawab:
Karena sinhz = %( e—e”)= 0, maka %( e—e’)=10,
%(ez— e?)=0-e-e=0 > e?” —1 =0makae?” =1

2z2=0 »>z=0

34 | Anaisis Kompleks



f. Fungsi Invers hiperbolik
Misalkan z = sinh w, maka w = sinh”'z disebut fungsi
invers sin hiperbolik dari z. Dengan cara yang sama
cosh’lz, tanh'z dan lainnya.

Dari rumus trigonometri diperoleh:

a. sinh’lz = ln{z + VzZ + 1}
b. cosh’z = ln{z + Vz2% — 1}

c. tanh'z = lm {E}
2 1-z

d. csch'z =ln{i+ ZZ+1}

z

i+ \/\/1—22}

e. sech’'z= ln{
VA

£ coth’z=1In {i}

2 z-1

g. Fungsi logaritma
Logaritma asli (natural) untuk z = x + iy = /n z meru-
pakan kebalikan dari fungsi eksponen.

w=lnz e'=z,z#0
Misalkan z = re’®, maka lnz = In (re’®) =Inr +i6 =In
|z| +iarg(z)
Nilai utama: Inz = In |z| + i arg(z)=In (\Jx?> + y?)+ i
arg (x+iy)
Jadi: jikaw=u +ivdanz =re
maka ¢"=¢" "

i0
= ¢'e" = rel?
Sifat-sifat logaritma:

In(zjz3) =In(z;)) + In (z)

ln(z—:) =Inzy —Inz,
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Contoh:

14

Tentukan penyelesaian dari In z = — ?
Jawab: '
Z”ZZ:l”VJriQ:—%l,lnr:O,r:Idan@z—%

i

Makaz =rel=e¢ 2=-j

B. Limit Fungsi Kompleks

Definisi 2
~—

LimitFungsi Secara Intuisi

Apabila titik z bergerak mendekati titik zy pada daerah D
dan nilai f(z) bergerak mendekati suatu nilai tertentu yaitu
wo, maka dikatakan limit f(z) adalah z menuju z, dapat
ditulis sebagai berikut:

lim f(z) = w,
zZ—2Z

Definisi 3

S~

LimitFungsi Secara Formal

Misal w = f(z) terdefinisi pada daerah D limit f(z)
adalah Wo untuk z - Z0 ditulis
lim,_, f(z) = wojikaV >0, 35>003 [f(z)-wol<e
apabila 0 <z—-2z) <o

Catatan:
1. Titik zo tidak perlu termasuk domain fungsi f
2. Peubah z menuju zp melalui sembarang lengkungan
K, artinya z menuju z, dari segala arah
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3. Apabila z menuju zy melalui dua lengkungan yang
berbeda saja, mengakibatkan f{z) menuju dua nilai
yang berbeda, maka limit fungsi f tersebut tidak ada
untuk z menuju z.

Contoh:

1.

Buktikan bahwa lim,_,,  f(z) = z, apabila f{z) = z
Bukti :

Harus ditunjukkan untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 (
biasanya tergantung ¢) sehingga |f(z) — z,| < € apabila |z
—Z,| < &. Jelas ada § = ¢, apabila |z —z,|< §, maka [f(z)
—Z,|< €, berarti

lim f(2) = z,

z—2Z,

Buktikan bahwa lim,_,, z* = z,°

Bukti :

Untuk setiap € > @ akan dicari § sehingga

|72 - 2,7 | < € apabila|z-z,|< §

Jikad < 1,maka0 < |Z — Zg | < 6 mengakibatkan

|22 - 22| = |z—2z,| |2+ z,| <8|z+ 2|
=6|Z—ZO+ 2Zo|
<6&{ lz—-2+2|z,| }
<8 |1+2|z,] )

£
(1+2]z0|)

Maka | 72-z2| < eapabila|z—z,| <&
Berarti lim,_,, z’= z,°

Apabila diambil § minimum antara 1 dan
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Pada bagian berikut, kita akan membahas beberapa teorema
yang merupakan sifat-sifat dasar dari limit fungsi kompleks.

Teorema 1
S~
Jika fungsi f mempunyai limit untuk z menuju z,,, maka nilai
limitnya tunggal.

Bukti
Dengan kontradiksi. Andaikan f mempunyai dua nilai
limit
lim f(2) = wydan lim f(2) = wgi wy % w,

Ambil bilangan positif € tersebut ada 6 > 0 sehingga
|f(z) —W1| < sdan|f(z) —W2| <e&

Apabila0 < |z —z,| <&

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga

|W1—W2| = |W1—f(Z)+f(Z)—W2
< |wi = f@| + | f(2) —we|
<e+ ¢
= ’/2|W1—W2|+’/z|w1—w2|
= |W1_W2

Terakhir diperolehl Wy — W, | < | Wy — W, | , hal ini
tidak mungkin, berarti pengandaian salah. Jadi limit f
harus tunggal.

Teorema 2

Misalkan z = (x,y) = x + yi dan f(z) = u(x,y) +iv(x,y)
dengan domain D.

38 | Analisis Kompleks




Titik
Zo = (%0, ¥o) =
X, + Y,i di dalam D atau pada batas D
Maka
limz—>zo f(Z) =
u, + iv, jika dan hanya jika 1im(x,y)—>(x0,y0) u(x,y) =
v, dan lim(x‘y)_,(xo,yo) u(x,y) =
v, danlimgy ), (x,9,) V(X V) = 1,
Bukti
a. Misalkan
lim,_,, f(x)=u,+ iv,, ini berarti untuk setiap £>0,
apabila 0< | z-z, | <B maka | f(z)-(u,+ iv,) | <e
| u,y) = o + i Y) — v,)
< ¢, kemudian didapat | u(x, y)

— uol
< |uCey) —u, + i, y) —v,)|
<¢g
| vxy)-v, | < | uy)-u,+i(vixy)-v,) | €
ambil § = 5
Jika 0 < |x—x0| <6,0< |y—yo| < §, maka
O<|z—2z,| = |x+yi—(x+ yoi)|

= [(x=x) + iy =y, |
< |x—x0| + |y—y0|<
6+6 =g

Kesimpulan dari uraian di atas adalah

jika0 < |x—x,| <8,0<|y—y,| <6
Maka| u(x,y) — u,| < edan|v(x,y) —v,| <e
Hal ini berarti limy ) (x, y,) U(x,¥) = U, dan

lim v(ix,y)= v
)= (x0,Y0) ( y) °
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b. Misalkan
lim(xJ’)_’(on’o) u(x’ y) =
u,dan lim(x,y)_)(xo,yo) v(x,y) = v,

Ini berarti untuk setiap € > @ ada §; > @ dan §, >
@ sehingga,

|uy)-uo | < £/5 ,apabila| z — z,| < &,

|u (xy) - vo| < £/5 ,apabila|z — z,| < &,

Pilih § bilangan terkecil di antara §;dan §, , maka

| f(@) = o+ ive)| = |uCey) —u,+

i (vl y) —vo)| <
&

&
uCey) = uo| + | ) —vo| = 5+ 5=

Jadi |f(z) — (up + iv0)| <é¢g apabila| zZ— Zol <
4 ,yang berarti :

lim f(2) = uy + iv,
zZ—2Zg

Sifat —Sifat Limit Fungsi Kompleks
Misalkan lim,_, f(z) = Adan lim,_, g(z) = B,dan ¢
konstanta, maka berlaku:
1. lim,,,, c [f(2)] = clim,_, f(z) =cA
2. lim,, [f(2)A+g(2)] =
lim,_, f(z) +lim,, g(z) =A+B
3. lim, ., [f(2)A—g(2)] =
lirnz—>zo f(2) - limz—>zo g(z)=A-B
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4. limz—>zo [f(2).9(2)] =
lim,, f(z).lim,,, g(z) = AB

@ _limgz, f(2)

5. llmz—>zo [g(z) - limz_,z, 9(2) B

2 jika B # 0

Contoh:

Buktikan sifat 2 dari sifat-sifat limit fungsi kompleks

Sifat 2:

lim,_, [f(2)A+ g(2)] = lim,_,,, f(2) +1lim,_,, g(z) =A+B
Menurut definisi limit, ambil € > 0 sembarang maka
dapat ditentukan & >0 3
If(z) + g(z) —(A+B)| <ebila0 <z—-zy)< 9
|(f(z) + g(2) ) — (A +B )| = |f{) —4)| + |(g(z) - B))|

<fz)-4] + |l -B8)]

| fiz)- 4] <§ bila 0 < z— 29 <,
| g(z) - B| <§ bila 0 < z — 25 <6

[f(z) + g(z)] — (A +B)§§ + % —¢ bila 0 <z—z,<5

Dengan 6 diambil dari harga terkecil, jadi terdapat & > 0
sehingga
(f(Z) + g(Z)) — (A+B) <g¢untuk 0 < z — zp <0 yang
berarti lim {f(z) + g(z) } = A + B

Ketakberhinggaan

Melalui transformasi w = [/z titik z = 0 dipetakan ke
dalam w = oo, yang dinamakan titik di tak hingga pada
bidang- w. Dengan cara yang sama, kita menyatakan z = oo
sebagai titik di tak hingga pada bidang —z. Untuk mengamati
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perilaku f(z) di z = o, cukup dengan memisalkan z = 1/w
dan menguji perilaku f (1/w) di w = 0.

Definisi 4

—
Kita mengatakan bahwa limf (z) =1 atau f(z) mendekati |
Z—0

untuk z mendekati tak berhingga, jika untuk setiap €> 0 kita
dapat menentukan M > 0 sehingga |f(z) — l|<e bilamana
|z|> M.

Kita mengatakan bahwa lim f (z) = oo atau f (z) mendekati
Z—oZ

tak berhingga untuk z mendekati z,, jika untuk setiap N > 0
kita dapat menentukan §> 0 sehingga |f(z)|> N bilamana 0

0<|z- z,|<8.

C. KekontinuanFungsi
Definisi 5

Misalkan fungsi f(z) terdefinisi di D pada bidang- z dan
titik zo terletak pada interior D fungsi f(z) dikatakan
kontinu di z, apabila
lim,_,, f(z) = f(20)

Secara terinci syarat fungsi f (z) kontinu di zy adalah

1. f(o)ada

2. lim,_, f(2)ada

3. limz—>zo f (Z) = f(())
Fungsi f(z) dikatakan kontinu pada suatu daerah R apabila
f(z) kontinu di setiap titikk pada daerah R tersebut.

Persyaratan ini mengandung arti bahwa fungsi hanya
mungkin kontinu pada titik dalam daerah definisinya.
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Fungsi f{z) disebut diskontinu di titik z = z, jika salah
satu atau lebih persyaratan kontinu tidak dipenuhi. Berbagai
corak ketidakkontinuan diterangkan oleh beberapa contoh
sebagai berikut:

Contoh: f(z) = ﬁ diskontinu di z = 2 karena

: e 1
Jim £ ~Jim 7

|-

-2

QRN

f(2) tidak dapat didefinisikan (penyebut 0)

lim Lz tak ada

z—> 32 Z—
Secara geometris dapat dilihat pada gambar di bawah ini.
flz)
0

__________________t.—________
v

Gambar 1 Fungsi f(z) = i tidak kontinu di z =2

Fungsi kontinu untuk semua nilai z kecuali untuk z = 2.
Ketidakkontinuan ini dapat dihapuskan.

Secara implisit dari definisi kekontinuan menunjukkan
bahwa jika f(z) kontinu di zp, maka f(z) terdefinisi pada
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lingkungan N dari z,. kekontinuan fungsi f(z) di titik z;
dalam hal z; titik batas D dapat didefinisikan asalkan
lingkungan yang dijalani oleh menuju z; masih di dalam D.
Dalam hal ini f(z) harus terdefinisi pada lingkungan M
dari z; yang berada di dalam D.

Sebuah fungsi yang kontinu di setiap titik dalam satu
interval dikatakan kontinu dalam satu interval tersebut.
Suatu fungsi f(x) dikatakan kontinu jika fungsi kontinu di
setiap titik daerah definisi.

Teorema 3
N

Jika 1.f(z) =ulx,y)+ iv(x,y)

2. f(z) = terdefinisi di setiap titik pada daerah R

3. Zo =Xg T+ iyo titik dalam R
Maka fungsi f(z) kontinu di ¢ jika dan hanya jika u (x,y) dan
v(x,y) masing-masing kontinu di (xy, )

Bukti:
Yang harus dibuktikan adalah
lim,_,0 f(2) = f(20)
Jika dan hanya jika lim ), xo,yo) (X, ¥) = u( X0, Yo)
dan limy ), (x0,y0) V(X y) = v (x0,y0)
Buktinya segera didapat sebagai akibat langsung dari
teorema 2.2

Teorema 4
S—

Misalkan f(z) dan g(z) kontinu di zp maka masing-masing
fungsi
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- f@+ 9@

AW N =
|\n
)
N
p—
«Q
~
N
S
=
N
o

. f(g(2)); fkontinu di g(zy),
kontinu di z

Teorema 5
S—

Jika f{z) dan g(z) kontinu di z = z,, maka fungsi f(z) + g(z),
f(z) — g(z) f(z) g(z) dan %, juga kontinu di z, tetapi yang

terakhir ditambah syarat hanya jika g(zy) # 0 hasil yang lama
berlaku untuk kekontinuan pada suatu daerah.

Teorema 6
S

Fungsi yang kontinu pada setiap daerah berhingga di antara-
nya adalah:

1. semua suku banyak

2. &

3. sinzdan cosz

Teorema 7
N—

Jika f{z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia
terbatas pada daerah tersebut; yaitu terdapat konstanta M
sehingga |f(z)| < M untuk semua titik z pada daerah
tersebut.
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Teorema 8
Jika f{z) kontinu dalam suatu daerah, maka bagian riil dan
khayal dari f{z) kontinu dalam daerah tersebut.

Misal f(z) kontinu dalam suatu daerah, maka menurut
definisinya di setiap titik zo dari daerah tersebut dan untuk
setiap €> 0, kita dapat menentukan 6> 0 (yang secara umum
bergantung pada e dan titik khusus z, ).Sehingga |f(z) —
f(zy)|<e bilamana|z — zy|<d . Jika kita dapat menentukan
6 yang hanya bergantung dari € tetapi pada titik khusus z,
maka kita mengatakan bahwa f{z) kontinu seragam dalam
daerah tersebut.

Pilihan lain untuk definisi ini adalah f{z) dikatakan kontinu
seragam dalam suatu daerah jika untuk setiap e > 0 kita
dapat menentukan &6 > 0 schingga |f(z,) — f(z,)| <€
bila |z; — z,|<ddi mana z; dan z, adalah dua titik sembarang
pada daerah tersebut.

Teorema 9
S—

Jika f{z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia
kontinu seragam di daerah tersebut.

LATIHAN DAN PENYELESAIAN
1. Buktikan bahwa I — tanh’z = sech’z

eZ—e-Z}ZZ [(e+e~)]? — [(e*—e~)]?
e?+e % [(eZ+e~7)]?

Bukti: 1 —{

i ) =l =
[(e% + e~7)]2 “ler+e®  leosh?z) 27
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2. Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan sin z = i
sinh 1
Jawab:
sin (x+ iy) = sin x cos iy + cosx sin iy =i sinh 1
= sin x coshy +i cos x sinh =i sinh 1

sin x cosh y = 0 dan cos x sinh y = sinh 1

sinx =0, maka x = knk = +1,+2,+3, ....

Maka cos(km) sinh'y =1, maka sinh y = sinh I ,maka y
= [, diperoleh :

z=x+iy=km+1i k=+41,42,43, ...

3. Tentukan semua solusi dari " = -3 + 4i
Jawab: ¢ cos y = -3 (1)
e sin y=4 2)
diperoleh tan y = _?4 sehingga y = 126,9°= 2,215

Dari persamaan (1) diperolehx =In 5 = 1,609
Jadiz = 1,609 + 2,215i

4. Hitung limz_)iz—_l
z°+1i
Jawab:
i z—1 . z—1
lim, ,; —— = hm—
22 +i 2ot (z—i)(z+10)
. 1 1 1
= llm = =
z=1 (z+1) i+i  2i

. . zZ+2 .
5. Hitung lim,_,, g0 Z0=1

lim z+2 lim zZ+2
Zol g2 4 Z2l (242)(z-2)
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— 1 ] z+2
Mz (z4+2)(z-2)

s 1
=lim,_,; e

1
[—2

6. Hitung lim,_;(z3 + 2% + 7z +¢)
lim,_;(z® + z2 + 7z + ¢) =lim,_,; z3 + limz? +

zZ—l
lim7z + limc

Z—1 Z—1
=i3+i’+7i+c
=6i—1+c
7. Jikafix) =22 4+ X ; Buktikan limf(z) tidak ada
x2+y? " y+1” z—0
Bukti :

Pertama misalkan z—0 sepanjang garis real (y =0)

— Tima2i —
hmf(z) (xo)m(oo)f(z) = }Cl_r)r(l)x i=20

Kemudian apabila z — 0 sepanjang garis y = x
2

il_r)réf(z) = (xxl)mgo O)f(z) = llm(l + s 1 =1
_ 2; _
. 0) (oo)f(z) llmx i=0+
2
(xx)—>(0 0)f(z) = llm(l + _—y 1 =1

Terbukti bahwa lirré f(z) tidak ada
VAEd
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z2+4 ]
8. Misalkanf(z) = {E ,Z # 21
3+ 4i ,Z = 21

Apakah 1 kontinu padaz = 2i ?

2
lim,_,; f(2) = limz—»Ziz__z‘: = lim,_5;
lim,_,,;(z + 2i) = 4i

fQRi) =3+4i
Jadi lim,_,,; f(2) # f(2i), f tidak kontinu di z = 2i

(z=20)(z+21) _

z—2i

Apabila zo# 2i maka f(z) = ZZ_J; =z+2i

lim f(z) = lim +2i= o +2i = f(o0)
Z—>Zo Z—Zo

Fungsi f'kontinu di setiap z# 2i

72 ,z# 0,
9, f(z){ A
lim,, , f(z) =lim,,, z* = z§ tetapif(z,) = O,
maka

lim,_,, f(2) # f(z) , berarti f(z) tidak kontinu di
z= zguntuk z, # 0

10. Misalkan f{z) = Z:_—_;, apakah f(z) kontinudiz = 2 ?

, . z*—4
Jawab : lim f(z)=1lim
z-2 z—2 Z-2
_ 2%—1
2-2

= %(bentuk tak tentu, berarti ada limitnya)

Diperoleh :
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z4—4

=4

lim f(z)= lim = lim @t2)(z=2)

zZ—>2 72 Z—2 zZ—>2 (z-2)

berartilim f (2) # f{4). Jadi f(2) diskontinu di z = 2
AN

Ketidakkontinuan *) ini dapat dihapuskan dengan men-
definisikan kembali fungsi f(z) yaitu

zt+4 )
f@)={7-2 'z #
4 ,Z=2

*) menghapus ketidakkontinuan berarti menutup “lubang”
yang menyebabkan ketidakkontinuan tersebut.

Dapat dilihat pada gambar di bawah ini.

A
fly  fp)=

Ny

-2
SOAL-SOAL
1. Tentukan nilai fungsi dari f{z)=72-2z-1, jika z=1+2i
2. Buktikan bahwa untuk semua|z| = 2 berlaku

2|z —4 <6
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Buktikan bahwa untuk semua |z| — 3 berlaku
2=|z—4 =6 8 _
11~

22 +1
-._|"i =

_10
=

Buktikan bahwa | sin{x + iv)|* = sin“x + sinh®y,

| cos(x +iy)|* = costx + sinh®y.

untuk semua z = x + iy

Jika z = x + iy, nyatakan fungsi f(z) = z? + 3z dalam

bentuk u(x,y) + iv (x,y)

Tentukan hasil dari cos’ z = 4

Cari semua penyelesaian dari cos (z) = 3i
Tentukan nilai dari In (-5)

Cari semua solusi dari sinh(z) = 0

. Tentukan nilai utama dari (2i)”
. Tentukan nilai dari tan” (1 + i)

. Buktikan bahwa log (1-i) = log 2 — i
Hitung lim, . f (2) , jika flz) =% ;zp=3 - 2i

. . ZZ+1 1 zZ+2
Hitung hmz_)im lmz_,z0 —, Zp=1

Hitung lim,_,;(z3 + z2 + 7z + ¢)
.o 3_
Hitung lim,_, f (2). jika f(z) = 2=, z, =3 - 2i

. z—2i i
Buktikan bahwa lim — = — =
z-2L z2+44

. 1
Buktikan bahwa lim,,_,_,; -=--

z?jikaz # z,

Selidiki kontinuitas dari f (z) = { 0 jikaz=z
=2y
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20.

21.

22.
23.

24.
25.

26.
27.

28.

29.

30.

52

3z%— 2234 82%2— 2245
Apakah fz) = z z°+ 8z z+

, kontinu padaz =i ?
VA
Buktikan bahwa f(z)= 1/z tidak kontinu seragam di
daerah |z | < ]

Tentukan penyelesaian dari z°+ (2i-3) z + 5-i = 0
Buktikan bahwa f{z) = z  kontinupadaz = z,

Tunjukkan bahwa | tanh 7(1+1)/4 |=1

Buktikan bahwa f(z) = 3z — 2 kontinu seragam pada

daerah|z | <10
Hitunglah nilai dari cosh(mi/2)

Gunakan definisi limit untuk menunjukkan
bahwa lim (az + b) = azy,+ b
Z—DZ

Tunjukkan bahwa :

o iz8
a. lim -

z-iZ+ 10
b. lim, 1_jx+i(2x+y)

Limitnya tidak ada
3 —

Buktikan bahwalim,,, —2 222 __g

zt 422 -3z+5

Tentukan konstanta A dan B dari fungsi:

3z+1 A B

IO =3 2 i3

-0Qo0 -
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BAB 3
TURUNAN FUNGSI KOMPLEKS

A. Turunan Fungsi

Definisi 1
—
Jika f{z) adalah fungsi yang kontinu dalam daerah D di
bidang z, maka turunan dari f(z) adalah

f(z+Az)—f(2)
Az

f'(z) = limy,_,, asalkan limitnya ada

B. Sifat-Sifat Turunan Fungsi

Misalkan f(z), g(z), dan h(z) adalah fungsi analitik di z
maka berlaku :

L {ef@}=c=f(D) =
cf'(z) (di mana cadalah konstan)
2. @D+ gDy =L f@D + —g(2) = ' @) + g'(2)
3@ - 9@ =Lf@) - —9@D =f'(@)-g'@)
4 —{f@DI@D} = F@D) =92 + 9@ = f(2) =
f(D)g' @) + g(Df'(2)

5 i{@} _ 9@ fDde) _

Codz|g@)) [9(2)]?

9@ f' (2)-f(2)g'(2)
[9(2)]?

jikag(z) #0
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6. Jika w=f(u), u=g(v) dan v=h(z) maka :
dw dw du dv

U v dz
7. Jika w=f(z), maka z=f"(w) sehingga :

dw 1
dz
dz
8. Jika z=f(?) dan w=g(?), t adalah parameter maka:
dw dW/ dz
dt  dz
/at

C. Jenis-Jenis Turunan Fungsi
1. Turunan Fungsi Elementer
Misalkan ¢ konstanta kompleks dan f{z) suatu fungsi
kompleks yang kontinu di suatu titik pada D, maka
berlaku
d
a. — (c)=0
Bukti :
fz+A4z) - f(2)
Az

c
= lim 0 = 0 (terbukti)
Az—0

e = o,

= lim
Az—o Az

b. = (kz) =k f'(2)

Bukti :
f’(Z) — Al;rjlof(z + AAZ; _f(Z)
ok f(z+Az)—k.f(2)
= lim
Az—o0 Az
i f(z+Az) — f(2)
= lim k
Az—o Az
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fz+Az) - f(2)

= kAlZir_r)lo Az =k f'(z) (terbukti)
a4 ny _ .. n-1
— (z™) =nz
Bukti :
f(z+Az) - f(2)
! — : !
f') = Jlim B2 )
o 4+ At -
= lim
Az—o0 Az
] "+ nz" 1Az +n(n b z"2Az% + -+ nzAz" 1 4+ Az™ =z
= Al;r—r}o Az

Az [ 1Az +n(n D yn-2p2 +---+nzAz"‘1+Az"_1]
= lim

Az—0 Az

Di dalam kurung siku, semua suku kecuali yang
pertama Az sebagai faktor sehingga masing-masing
suku ini mempunyai limit nol bila Az mendekati nol
jadi:

d

P (z™) =nz

n-1

2. Turunan fungsi eksponen dan logaritma

a.

d
ZeZ= ¢Z
dz

Bukti :
Misalkany = e’ makalny =e
Menurut diferensiasi implisit, %y’ = 1 dan karena itu

y'=y=e’
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d
b. —a*=a%lna

dz
Bukti :
azzezlna
iaZ=—ezlna
dz dz
_— (pZlnay — zlnai — AZ
dz(e )=e dZ(zlna)—a Ina

c dlo z—dlnz—1
' odz e T dz Tz

Bukti :
dl | _1
r 0g,Z = nz—Z
dl _dlnz_dlnz_dl _
dz 5¢? T dzlne dz 1 dz "’ T %
d log,
d. Eloga2= 08a?
@) gy 1982
e. Elogz—

3. Turunan Fungsi Trigonometri

a .
d. —SInz = cosz
dz

Bukti :

d d eiz_e—iz 1 .d d .
—sinz =— (————) == (—e% ——e7Y¥)
dz dz 21 2i 'dz dz

1 . .
= z—i(ielz +ie7¥)

56 | Analisis Kompleks




i(eiz+ e~z

21
eiz_l_ e—iz
2
=cosz
d .
—COSZ = —SIlnz
dz
Bukti
d d e“+e” 1 d d _;
Leosz=— () =2 Loz Lemiz)
dz dz 2 2 'dz dz
=— iet? ie—lZ)
21
leiz_ ie~iz
B 2
1( 1Z —IZ) e1Z_e—1Z
2 2i )
=—sinz

Bukti
d inz
—tanz = —
dz ‘cos
eiz_ e—iz
d 72’: —iz
- E elzy e_iZ) - v (elz+ e—LJ
2
=i
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a (eiz_ e_iz)(eiz+ e—iz)_ (eiz_ e—iZ)%(eiz_l_ e—iz)

dz
(eiz+ e—iz)z

=i
e —iz iz —iz\_irpiz_ p,—iz iz_,—iz
i(e%+ e ) (e2+ e™2)—j(et?— e712) (ei2—e™12)
(eiz+ e—iz)z
(€% 7+ 1+1+ e72%)— (e217— 1-1+ 721%)
- . . N2
(elz+ e—lZ)

_ 4 ( )2
(elz_l_e lZ) elZ+e iz
1 2
=, = sec Z
cos“z
a 2
d. —cotz = —cosec* z
dz
Bukti :
d d 0SZ
—Cotz = — (C
dz dz 'sin
elZ+ e —iz
=4 2 )=dyete
dz * elZ—e—iz dz ‘elZ— et
21
=i
(elZ_l_ e—lZ)(elZ_e lZ) (elz+e 12) (elZ —iz)
(elZ_ e—lz)
=i

i(eiz_ e—iZ)(eiz_ e—iz)_i(eiz_l_ e—iZ) (eiz_l_e—iz)
(eiz_ e—iz)2
(e 1-1+ e72%)— (e?7+ 1+ 1+ e721%)

(eiz_ e—iz)2
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. 4 _ 20 2
B (eiz_ e—iz)2 (eiz_ e—iz)
Z—(siiz)z = — cosec” z

d
e. —secz =secztanz
dz

Bukti'
1 d 2
= o) " e "l
2

d iz —iz a. iz —iz
(@) (e+e7)=(2) (e +e™)

(eiz_l_ e—iZ)Z

_0-@i(e7-e") _ _ -Qi)(e"-e") _
(eiz+ e—iz)z (eiz+ e—iZ)z =
2 (eiZ_e—iz)

(eiz+ e—iZ) i(eiz+ e—iZ)

=gsecztanz
d
f. S cosecz = — cosecz cot z
Bukti :
1 _d, 2
dz smz) eiz—e_iZ) dz eiz—e‘iZ)
2i
i(zi)(eiZ_e—iZ)_(Zi)i(eiZ_e—iZ)
— dz dz
(eiz_e—iZ)Z
_ 0+ [(2)(e%+e ?)] (20) i(eZ+ e~i7)
- (eiz_e—iZ)Z - (eiz_e—iZ) (eiz_e—iZ)

= —cosec z cotz
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4. Turunan Fungsi Invers Trigonometri
Jika z = sin w kemudian w = sin”'z disebut dengan
invers sin dari z atau arc sin dari z. Secara umum kita
definisikan invers trigonometri atau singular fungsi
cos’'z, tan’lz, dan lain-lain.

a dsin‘lz— !
' odz 1-22

Bukti :
. -] .
w = sin"'z, maka z = sin w

dz = cos wdw

aw 1 1
dz cosw 1-z2
_d(sin™1z) 1
dz 1-2z2
-1 1
b. —cos ' z=—
- Vz2-1
Bukti :
-1
W = COS Z
Z =Ccosw
dz = —sinwdw
aw 1 1
dz sinw Vz2-1
d(cos™1z) 1
dz Vz2-1
q
C. —tan z = 5
d, 1+z
Bukti :
_ -1
w=tan 'z
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zZ=tanw
2
dz = sec” wdw

dz 1422
-] -1
d —cof z=
d 1+2z2
e sec! z= L
d z2—-1
1 -1
f. csc z=
Z\/Z_Z— 1

5. Turunan fungsi hiperbolik

d .
a. —sinhz = cosh z

dz
Bukti :
d . d ,e?—e”? eZ—e~?%
—sinhz =—( )= = cosh z
dz dz 2 2
d .
b. —coshz = sinhz
dz
Bukti ;
d _d ,ef—e %
Ecoshz —dz( > )
eZ_e—Z
T2
= sinh z

d
c. < tanhz = sech’z
dz

Bukti :
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dz )

_d ez—e‘z)
dz ~e?+ e ?

coshz

_ ( (eZ+e B (e?+e - (e?+e 9 (e +e7%)

(e%+ e~%)2 )
.+
(eZ+ e‘z)2
= (5257
(cosh) sech” z

d
d. < cothz=- cosch’ z

dz
Bukti :

d coshz
—cothz = — ( — )
dz sinh z

eZ +e 2
d 2

_ (e?+ e %) (ef+e %) - (eZ—e %) (e?+ e
(eZ_ e—Z)Z

o 4
(eZ— e~?)2
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Dengan kata lain, f terdiferensialkan pada zy Jika f
terdiferensialkan pada daerah terbuka yang berpusat di zj
maka f dikatakan holomortfik di zy

Contoh:

1. Buktikan bahwa fungsi f{z) =z’ adalah holomorfik pada
C, untuk zoeC

. - z8—zy (2% + 2220425 )(z — 20)
f(zp) = lim = lim
z—Zy Z — ZO Z—>Z 7Z — ZO

= lim 2> + 2z zo+ 202 =3 202
zZ-2Z,

2. Tunjukkan bahwa f{z) = Z” tidak terdlferen51alkan

. Z-Zy _ 4. (z—zp)
lim,_,, v lim,_,,, puvsal = lim tldak ada

Sehingga f(z) tidak terdiferensialkan pada z=2z9

E. Operator Differensial Kompleks

Definisi 2
~—
Operator V(del) dan operator (del bar) adalah:

R R S N )
V_ax+lay_zazdanv i —=2

F. Gradien, Divergensi, Curl dan Laplacian

z+z zZ—Z

Misalkan F(x,y) = F (— 2—) G(z,z)dan A(x,y) =
B(z,Z), maka
1. Gradien

grad F = VF =

oF ey _OF _0G
ox ay 0z
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2. Divergensi
div F =VoF = Re(VA) = Re {(—x— i —) (P +
iQ)} = 2Re (37)

3. Curl
Curl A = VxA = Im ((VA) = Im {(ix — i —) (P +
iQ)} = 2im (37)

4. Laplacian
VoV = V’=Re(VV) =Re{(m=— i =) (= +

dy/ \dx
. 0 9? , 0?2 9?
Bl i)
ay 0x2 ay? 0z0Z

Sifat Sifat Gradien, Divergensi, dan Curl
1. grad (A;+ Ay) = grad A;+ grad A,

2. div (A;+ Ay) =div A;+ div A;

3. curl (A;+ Az) = curl A+ curl A;

4. grad ((A1A4;) = A; (grad Ay)+ (grad A;) Az

5. curl grad A = 0 jika A adalah riil secara umum Im
{A} harmonik

6. div grad A = 0 jika A adalah imajiner secara umum
Re {A} harmonic

Contoh:
. P 8Q , . (dQ , 9P\ _ 0B

Tunjukkan bahwaa ~ 3 + i (5 + 5) =2 57

di mana B(z, z) = P(x,y) +iQ(x,y)
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G. Fungsi Analitik

Definisi 3
uatu fungsi w = f{z) dikatakan analitik di titik z = 2z,

suatu domain D jika f(z) terdefinisi dan dapat diturunkan
pada setiap titik dari D. Fungsi f(z) analitik pada titik z = z,
di D apabila f(z) analitik di dalam lingkungan dari z,. Jadi
keanalitikan f(z) di z, berarti bahwa f(z) mempunyai
turunan pada setiap titik di dalam suatu lingkungan dari z.
Untuk menguji keanalitikan suatu fungsi kompleks w = f{z)
= u (xy) + iv (x,y) digunakan persamaan Cauchy -
Riemann.

Definisi 4
ungsi w =f(z) dikatakan analitik di titik zy, jika f'(zy)

ada di z) dan ada pada suatu lingkungan z,, sebaliknya jika
f"(zo) ada, belum tentu f analitik di zy.

Contoh:
Fungsi f(z) = |z|” tidak analitik di setiap titik z pada bidang z

Teorema 1
isalkan f(z) = u(x,y) + i v(x,y).f analitik dalam domain

D, jika dan hanya jika turunan parsial pertama dari u dan v
memenuhi persamaan Cauchy — Riemann:

u, = vy, danu, =-vatau

Misalkan f(x,y) = u(x,y) + i v(x,y) analitik. Maka ZL =1 gl
Y X
berakibat :

Analisis Kompleks | 65




a—u+@i=i(a—u+@i)=-@+ia—u

oy Oy ox Ox ox Ox

Jadi diperoleh : ——~ =_-~"dan =

yang biasa dikenal dengan persamaan Cauchy-Riemann.

Syarat Persamaan Cauchy-Riemann

Syarat yang diperlukan agar fungsi f terdiferensial di
Zo=X, + i y, adalah syarat persamaan Cauchy-Riemann,
yang menghubungkan derivatif-derivatif parsial tingkat
pertama dari fungsi bagian real dan fungsi bagian imajiner

dari f.

Teorema 2
S~—

Jika f(z) = u(x,y) + i v(x,y) terdifferensial di z,= x, + i y,,
maka u(x,y) dan v(x,y) mempunyai turunan parsial pertama
di (x,,y,) dan di titik ini dipenuhi persamaan

Cauchy — Riemann ou = ov dan ou __0ov

Ox Oy oy T
derivatif fdi z, dapat dinyatakan dengan
f'(z)=u(x,,y,)+iv.(x,,¥,)
Jika persamaan C-R tidak dipenuhi di (x,,),), maka f(z) =

u(x,y) +iv(x,y) tidak terdiferensial di z, =X, + 1y,

Contoh 1:
Buktikan f{z) = |z|” tidak terdiferensial di z =0 !
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Penyelesaian :
Bukti:  fz) =|z]’= X’ +)°
Sehingga u(x,y) = X+ y2 dan v(x,y) = 0.
Persamaan Cauchy — Riemann

6—u:2x dané—u=2y

ox oy

@zodangzo

ox oy

a—M=@<::>2x:0 )

ox Oy

dana—uz—QQZy:O (2)
oy ox

Dari (1) dan (2) tidak dipenuhi jika x = 0 atau y = 0, jadi
pasti f tidak terdeferensial di z = 0.

“Catatan: Syarat untuk persamaan C-R hanya perlu ada
yang terdiferensialkan”

Contoh 2 :
Buktikan fungsi f(z) = L - _
Dan f(0)=0,tidak terdiferensial di,0 !
Penyelesaian :
Bukti :
u = ——— dengan u(0,0) = 0

+
v = 0 dengan v(0,0) = 0
u(0,0) =£1§01; =1

uy(a 0) — limu(O,Y)_u(O,O) =_]
x>0 y
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v(0,0) = lim V=00 _
X—0 x

W(0,0) = i Y02 =v(00) =
y—o y
Jadi persamaan Cauchy — Riemann terpenuhi, tetapi

Untuk z — 0 - - + - -
- - + +
Sepanjang garis real y =0 — + =1+i
-
Sepanjang garisrealy =x —> | — =

Jadi, lziino wtidak ada sehingga f tidak terdiferensial
di 0 meskipun persamaan C-R dipenuhi di (0,0).

Teorema 3
isalkan f(z) = u (x,y) + iv (x,y) terdefinisi dan kontinu

di suatu lingkungan dari z = x + iy dan mempunyai turunan
di z maka u,, v,, u,, v, ada dan memenuhi persamaan

Cauchy - Riemann u, =v, 6 u, =-v,_.

Teorema 4
ika dua fungsi kontinu yang bernilai riil u(x,y) dan

v(x,y) mempunyai turunan parsial pertamanya kontinu dan
memenuhi persamaan Cauchy — Riemann dalam domain D,
maka fungsi kompleks f(z) = u (x,y) + iv (x,y) analitik di D.
Contoh 3:

Apakah f{z) = 2’ analitik?
Penyelesaian:
Perhatikan bahwa u = x° — 3xy” dan v =3x"y—)’.
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Maka u, = 37— 3y2 =v, dan u, =-6xy = -v,.
Karena memenuhi persamaan C-R maka f analitik untuk
semua z.

Contoh 4:
Tentukan fungsi analitik f(z) = u(x,y) + iV (x.y) apabila
diketahui

a. u=xt—y?—-y
b. v=e*"Ysin (2xy)

c. u=x*—6x%y?+y*

Penyelesaian:
a. u=x2—y?—y
ou
—~ =2
ox _ “*
ou 5 1
ay Y
. . 0u ov ou ov
Konjugat harus memenuhi %oy dan 7= %
Sehingga :
g—; = 2x —» Integralkan terhadap y —»v = 2xy + h(x)
v /T : .
P 2y +1 Diferensialkan terhadap x:
x \_/ N
T | v =2v + ",/ ah(x\\l
/ "o \ ax ;
o0h(x)
F 1 —» Integralkan terhadap x —> h(x) = x + ¢

Jadi: v =2xy + h(x) =2xy+x +¢
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Fungsi analitik : f(2) = u(x,y) + iv(x,y)

=x*—y* -y
+i(2xy + x
+¢)
=z +iz+ic
b. v=exV sin(2xy)
v
Ix e’ 2x sin(2xy) + ex' =y’ cos(2xy)2y
d
a_z e (—2ysin(2xy) + e’ 2x cos(2xy)

. - 0u _ dv Ju _ _ 0v
Konjugat harus memenuhi %oy dan oy = ox
Sehingga :
du 22 . 22
3y = —eX 7V 2xsin(2xy) — e* 7Y cos(2xy)2y ...... (%)
0
6_1; = ¥V (=2y) sin(2xy) + e¥ ¥’ 2x cos(2xy)

u= ](exz‘yz(—Zy) sin(2xy)

+eX Y’ 2x Cos(ny))dx

d(2xy)
2y

= —jexz‘yz(Zy) sin
+ j e** V" cos(2xy)d(x? — y?)

:fexz‘yzd(cos 2xy) +fcos 2xy d(exz‘yz)
= e* ¥ cos 2xy —f cos 2xy d(exz‘yz)

+jcos 2xy d(exz_yz)
= X"~ cos 2xy + h(y)
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d
% = e~ (=2y) cos 2xy + X" ¥* (= sin 2xy)2x

Apabila dibandingkan dengan persamaan (*), maka:—== ah(y =0

Sehingga : h(y) = ¢ makau = e¥’ =¥ cos 2xy+c
Fungsi analitik ; f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
= X" cos 2xy + ie**~¥*sin 2xy
+c
= e¥’’ (cos2xy + isin2xy) +c
exz—y2+i2xy) +c= e(x+iy)2 +c

=e? +¢
c. u=x*—6x%y?+y*

ou 3 2
I 4x” — 12xy
du 2 3
— =12 4
3y Xy + 4y

. Sou _ ov du_ o
Konjugat harus memenuhi == ay dan = ox
Sehingga :

?=4x3—12xy2
aﬁ 2 3 12 3 3
—=12x"y + 4y —>v=?xy—4xy + h(y)

ox
ov dh(y)
4.3 _ 2
3y 4x 12xy“ +
Apabila dibandingkan, maka: ahg/y) 0

Sehingga : h(y) = ¢ maka :v = 4x3y — 4xy3 + ¢
Fungsi analitik : f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
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f(z)= x"4-6x"2 y"2+y*4+i(4x"3 y-4xy"3+c
=z*+ic

Contoh 5:
Buktikan fungsi-fungsi di bawah ini analitik:
a. flz) =2’
b. f(z) =€'(cosy +isiny)
c. flz)=(+iz
Jawab:
a. Z'=(x +iy)4 ='- 6xzy2 + y4) +i (4x3y — 4xy3)
u=x"—6x’y"+y*

V= 4x3y—xy3

% = 4x3 — 12xy?

3_1; = —12x%y + 4y®

g—; = 4x3 — 12xy?

g—; = 12x%*y — 4y?

ternyata Z—Z= Z—; dan g—;= —%,

jadi f{z) = 2*

b. f(z) =¢€"(cosy + isiny)
u=e¢'cosy
v=¢'siny
u_
= ¢€'cosy

T
dy - y
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v X
—=c¢'cosy

ay
% _sin
ax y
ou ov
karenaa— = — d ay o

jadi fiz)=e (cos y + i sin y) analitik.

c. flz) =1+
(1+ 1')22 =1+ i)(xz—y2 + i2xy) =x2—y2 +2xy + ix?
—iyz—ny
Z2 2
u=x -y —2xy
=X fyz + 2xy
g =2 2
x_ Y

a
au— 2 2x = 2x + 2
av— 2y +2x= 2 2
Gy = "y t=2x-2y

U—Z + 2
ox x y

ou 617
karenaa — d ay —5

jadi f{z) = (1 + i)z’ analitik.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa syarat perlu dan
cukup untuk f analitik adalah sebagai berikut :

Syarat perlu:
N2) =ulxy) +iv(xy), zo=xo + iy

/(z)ada maka ada di (x,, y,) 4 a_” 8_v ov
ox 9y 0y ox
berlaku persamaan C-R yaitu:

Ou _0Ov Y gn 8u 8v

o ay Oy o
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dan f(zg) = ux(xo,y9) + i vi(X0,y0)

Syarat cukup:

ux,y), v(x,y), udxy), vx(x.y), uy(x,y), vy(x,y) kontinu pada
sekitar

Zo = X, T 1y,dan di (x,,),) dipenuhi persamaan C-R maka

f(z,) ada.

Sifat sifat fungsi analitik:
Misalnya f dan g analitik pada D, maka:
1) f#g merupakan fungsi analitik
2) fg merupakan fungsi analitik
3) f/g merupakan fungsi analitik dengan g # 0
4) h = g o f merupakan fungsi analitik
5) berlaku aturan L’ hospital yaitu :

limiz) = @, dengan g(z)#0 g'(z)#0

) )

3. Titik Singular

Definisi 5
itik z; disebut titik singular dari f jika f tidak analitik

di z; tetapi untuk sekitar dari z; memuat paling sedikit satu
titik di mana f analitik.
Jenis kesingularan f{z) atau titik singular antara lain:
1) Titik singular terisolasi
2) Titik z, dinamakan titik singular terisolasi dari f{z)
jika terdapat 0> 0 demikian sehingga lingkaran |z —
z,| = 0’ hanya melingkari titik singular lainnya. Jika &
seperti itu tidak ada, maka z = z, disebut titik
singular tidak terisolasi
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3) Titik Pole (titik kutub)
Titik z = z, disebut titik pole tingkatn,jikan = I, z,
disebut sebagai titik pole sederhana.

4) Titik Cabang
Dari fungsi bernilai banyak dapat menjadi titik
singular.

5) Titik Singular dapat dihapuskan
Titik singular z, disebut titik singular dapat
dihapuskan dari f(z) jika f(z) ada.

6) Titik Singular Essensial
Titik singular z = z, yang tidak memenuhi syarat titik
singular pole titik cabang atau titik singular yang
dapat dihapuskan disebut titik singular essensial.

7) Titik Singular tak hingga
Jika f(z) mempunyai titik singular di z = o, maka
sama dengan menyatakan f(//w) mempunyai titik
singular di w = 0.

Contoh:

a. f(z) = |z\2 tidak merupakan titik singular

b. g(z) =In (2’ + z —2) maka titik cabang adalah z; = /
danz,= -2 karena 22 +z-2=(z-1)(z+2) =0

4. Persamaan C-R Pada Koordinat Kutub :

Jika f(z) = u(x,y) + i v(x,y) dapat diilustrasikan dalam
koordinat kartesius maka dengan menggunakan hubungan
x =1 cos ¢ dany =1 sin ¢ , diperoleh z =1 cos ¢ + 1 sin @,
sehingga f(z) = u(r, @) + 1 v(r, @) dalam sistem koordinat
kutub

Jika f(z) = u(r, @) + i v(r, @) terdiferensial dan kontinu
pada titik (7, ¢,) dan jika dalam titik tersebut u,, u, v, v,

Analisis Kompleks | 75




ada dan kontinu di (7,, ¢,) dan dipenuhi C-R yaitu: a—zl
roor

ﬂdan lﬂ:—@, r # 0 maka f°(z) ada di z = z, dan

op r 0p or

S(2) = (cos @o—isin @) [Ur(To, Po) + 1 V(To, Po)]

Contoh:
Diketahui f(z) = 27 tentukan f(z) dalam bentuk kootdinat

kutub !

Jawab:
fz) =27 =¥ (cos 3¢ - i sin 3¢), maka :

u=r>cos 3¢, sehingga u, =-3r"* cos 3¢ dan
u,= -3r7 sin 3¢
v=-r7sin 3¢, sehingga v, = 3r” sin 3¢ dan
Vy= -3r% cos 3¢
keenam fungsi ini kontinu dan syarat persamaan C-R

dipenuhi untuk semua z =0
Jadi f(z) = z° terdiferensial untuk z = 0. Dengan

demikian f°(z) dalam koordinat kutub adalah:
f(z) = (cos p—isin @) (-3r* cos 3¢+ i 3r* sin 3¢)

= cis(-@) (-3r) cis(-3¢)= -3r* cis(-4¢)

H. Fungsi Harmonik

Definisi 6
—
isalkan f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analitik pada D maka u

dan v mempunyai turunan parsial di semua orde yang
kontinu pada D. Jadi dalam D berlaku persamaan C-R , u, =

vy dan u, = -,
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Karena turunan parsial dari u dan v kontinu dalam D,
maka berlaku vy, = v,,. Jika dalam u, = v, dan u, = -v,
diderivatifkan parsial terhadap x dan y maka V(x,y) €D
berlaku

Uy T Uy, = 0
Ve = Wy = 0
Jika f analitik pada D maka u dan v pada D memenuhi
Persamaan Laplace dalam 2 dimensi.
2 2
Op O¢

=0
ox* oy’

u dan v di mana f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analitik pada suatu
domain maka f{z) harmonik pada domain tersebut.

Dua fungsi # dan v sedemikian sehingga f{z) = u(x,y) +
iv(x,y) analitik dalam suatu domain dinamakan dua fungsi
yang harmonik konjugat dalam domain itu.

Contoh:

Diberikan u(x,y) harmonik pada D dan tentukan fungsi v
yang harmonik konjugat dengan u = 4x)° - 12x%y, x,ye Z
Jawab:

Misal konjugatnya adalah v(x,y)
Jadi f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analitik pada Z sedemikian
sehingga berlaku persamaan C-R yaitu
u, = v, dan u, = -,
Uy = 4y3—]2x2y vy = 4y3—]2x2y
u,= 1 2y’ —4x’v=y' - 6x"y + g(x)
karena v, = -u,maka~-/ 2xy’ + g’(x) = —12x)° + 4x° sehingga
g’(x) = 4x° diperoleh g(x) = x*+ C
Jadiv =y"-6x)’ +x* + C
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LATIHAN DAN PENYELESAIAN

1. Tentukan turunan dari fungsi-fungsi berikut:
a. flz) =tan’'(z) diz =-i
b. flz) =In (Z+2z+2)

2. Buktikan bahwa turunan kedua dari fungsi implisit w” -
2w + sin 2z = () adalah
d*w _ cos2z —2(1—w)2sinz
dzz (1-w)3

3. Buktikan bahwa fungsi-fungsi di bawah ini analitik:
b. flz) =2
c. flz)=¢€" (cosy +isiny)
d. f(z) =xy-2ixy

4. Buktikan fungsi f(z) = r - -
_l’_

dan f(0) = 0, tidak terdifferensial di 0, memenuhi
persamaan C-R

Bukti : u =dengan u(0,0) = 0

+
V= + dengan v(0,0) = 0
+

uy(0,0) = -

9
u,(0,0) = — =-1

-
vx(0,0) = - =1

-

vy(0,0) = £1£13 V(O,y);v(O,O) .
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Jadi persamaan C-R terpenuhi tetapi
_ 3 31
i S@=1O) X1+ —y(1-)

— — untuk z — 0.
0 z 20 (xT 4y )(x+1y)
3 .
Sepanjang garis real y = 0 — lim al (13+ ) 1+i
X—0 x
2i x° i

Sepanjang garis real y = x— lim jadi

0 2(1+i)x° 1+i

lim /)=/©O) tidak ada sehingga ftidak

X—0 Z

terdiferensial di 0
meskipun persamaan C-R terpenuhi di (0,0)

5. Buktikan f{z) = e"(cos y + i sin y) terdiferensial untuk
setiap z dalam Z
Bukti :
ux,y) = e'cos y - uy(x,y) = e'cosy
uy(x,y) = -€'siny

v(x,y) =e'siny - vw(x,y) =e'siny

v(x,y) = €'cos yada dan kontinu di setiap (x,y) €Z
Berdasarkan persamaan C-R .
uy = v,dan u, = -vydipenuhi di V'(x,y) €Z, dan ada kitar
di mana keenam fungsi kontinu dan persamaan C-R
dipenuhi di (x,y). Jadi f’(z) ada vz €Z. Dan

f(z) = uxx,y) Tivix,y)=e'cosy +iesiny.

6. Diketahui f{z) = z7 tentukanf”(z) dalam bentuk koordinat
kutub ?
Jawab:
flz) =27 =¥ (cos 3¢ - i sin 3¢), maka:
u=1rcos 3¢, sehingga u, =-3r"* cos 3pdan
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Up= -3r sin 3¢
v=-r7sin 3¢, sehingga v, = 3r” sin 3¢ dan
vo=-3r" cos 3¢

7. Jika A(xy) = 2xy — i x°y’, tentukan grad(4), div(A),
curl(4) dan Laplacian A
Jawab:

grad A= VA= {( + i —) (2xy - Lx2y3)} =
%(ny— ix%y3) +i E(ny_ i x2y%)=(2y - 2ixy®)+

i (2y - 20 x?y)= (2y + 3x%y?) +i (2y — 2xy?)
divA =

VoA = Re(VA) = Re{(5; — 1 57) (2xy - ix%y?)} =
Re {:—x (2xy - ix%y3) +i %(ny— i x2y3) =
2y - 2ixy®) + i 2y — Zixzy)}ZRe {2y +
3x2y2) +1i (2y - 2xy2)}= 2y + 3x2y?)
curl A==VxA = Im(VA) = Im{(% _

iaa—y)(ny i x%y )}

Re {;—x (2xy - ix%y3) +1i %(ny— i x2y?) =
(2y - 2ixy®) + i 2y - 2ix*y)}=Re {2y +
3x%y?) +i(2Qy - 2xy2)}= 2y + 3x%y?)
Laplacian A = V*A=Re(VVA) = Re {(%_

li)( + L—)}(ny ix?y%) = =

oy
(a_+ l—) (2xy - i x%y3) = —2iy® — 6ix?y

0x2
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SOAL-SOAL

1.

Tentukan turunan fungsi berikut :
a fz)=2diz=—i
b fiz) = sin((é)

c. flz) = cos’ (nz)

d. f(z) = sinh(z’)

Tentukan titik singular dari fungsi f{z) =

3z-2
z242z+5

. Manakah fungsi-fungsi berikut yang terdiferensialkan?

Yang manakah fungsi holomorfik?
a. flz)=ere”

b. flz) =2x +ixy’

c. flz) =x"+iy’

d. fz)=Imz
e. flo) =z
f flz)=2-7

Tentukan fungsi analitik f(z) = u(x,y) + iv(x,y) apabila
diketahui :

_ 2.2
a. uxy) =x-y -y
b. v (xy) = exp(x-y’)
c. u(xy) =x+y’
d. u(x,y) =coshy sinx
Tzentukan fungsi harmonik sekawan dari u(x,y) = In(x’+
y)
Periksa apakah Re(w) dan Im(w) dari fungsi berikut
merupakan fungsi harmonik?
a. w=z+z
b. w=2’
Apabila fungsi-fungsi berikut harmonik, tentukan fungsi
analitiknya.
a. u=y-x
b. u=xy

2
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8. Buktikan bahwa curl grad A = 0 jika Im (4) harmonik
9. Jika F = x’y —xy’, tentukan VF dan V?F
10. Jika B = 3z°+ 4i, tentukan grad B, curl B, div B dan
Laplacian B
11. Buktikan bahwa : iez =e’
dz
12. Mis?lkan diberikan fungsi homogen u(x,y) = ax’+bxy
+cy
di mana a, b dan c adalah bilangan riil.
Tunjukkan bahwa u harmonik jika dan hanya jika a = -c
13. Tunjukkan bahwa jika fterdiferensialkan pada z maka f
kontinu pada z

14. Buktikan bahwa - 22 7 tidak ada

dz
) d .., 1
15. Buktikan bahwa —sinh " z =
z 1+z°

-0Qo0 -
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BAB 4
INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS

A. Integral Fungsi Elementer

Dalam fungsi kompleks ada beberapa fungsi elementer
yaitu fungsi aljabar, fungsi rasional, fungsi trigonometri dan
inversnya, fungsi eksponen dan logaritma, fungsi hiperbolik
dan inversnya. Berdasarkan integral pada fungsi riil, maka
dapat ditentukan integral dari fungsi kompleks tersebut:

n+1
1. [z'%dz= an,n * —1
d
2. Z-lnz
Z

3. [e?dz= e*

az
4. [a’dz= —
5. [sinzdz= —cosz
6. [coszdz=sinz
7. [tanzdz =Insecz = —Incosz
8. [cotzdz=—Incscz= Insinz
9. [seczdz =In(secz+ tanz) = In( tan(g +1/4)

10. [csczdz = In(cscz — cot z) = In( tan(g)
11. [sec?zdz = tanz

12. [csc?zdz = —cotz
13. [secztanzdz = secz
14. [csczcotzdz = —cscz

15. [sinhzdz = coshz
16. [ coshzdz = sinhz
17. [tanhzdz = Incosh z
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18. [cothzdz = In sinhz

19. [ sechzdz = tan™'(sinh z)
20. [ cschzdz = —coth™(cosh z)
21. [sech? zdz = tanhz

22. [csch?zdz = — cothz

23. [sech ztanhzdz = —sechz
24. [csch zcothzdz = —cschz

25. f% = In{z + Vz2 + a2}

26. [ 52 =2tan1Z= —2cor1Z

7 (- ()

28. f% = sin‘li

et i)

30. [ 2= Leos T E = LoectE

31 [V22x @2 =2(Jz2 £ a?)

32. f\ng(m)= a?zln{z+ z2 + az}

e%(asinbz—b cos bz)
a?+ b?

33. [e*sinbzdz =

e%(a cos bz+b sin bz)
a?+ b?

34. [ e cosbzdz =

B. Integral Garis Pada Bidang Kompleks
Pada kalkulus telah dikenal ada 2 macam integral, yaitu:
a. Integral tak tentu (Indefinite Integral) ialah suatu
fungsi yang turunannya sama dengan suatu fungsi
analitik tertentu dalam suatu daerah.
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b. Integral tentu (Definite Integral) atau integral garis
pada fungsi kompleks f{z) dengan z = x + iy
dituliskan sebagai fc f(z)dz.

Untuk bagian nyata (riil) diambil di atas garis bilangan
nyata. Sedangkan untuk bagian kompleks, diambil sepanjang
kurva C pada bidang kompleks atau lintasan integrasi.

z(t) = x(t) + (1)

Kurva disebut smooth jika C mempunyai turunan:

dz
20 = — = %O + iy(®)

Kurva C dinamakan lintasan integrasi, dan kemudian
dapat disebut sebagai lintasan tertutup jika z = zg(jika titik
akhir berhimpit dengan titik awal) dilambangkan dengan:

f

c
Semua lintasan integrasi untuk integral garis kompleks

akan diasumsikan Dbersifat mulus sepotong-sepotong
(piecewise smooth), artinya terdiri atas terhingga banyaknya
kurva mulus yang dihubungkan satu sama lain. Keberadaan
integral garis kompleks misalnya diasumsikan f{z) kontinu
dan C adalah kurva mulus sepotong-sepotong, maka:
f2) =u(xy) + iv(xy) = Gn + ifn
Az = Axy + idypy
Jadi: Sn =) (u+iv) (Axy + idym)
Dengan:  u=u (S, im)
V=Y (Cns )
m=1,2,....n

Sp = Z ulx,, — Z vAy,, +i [Z ulAy,, + Z vAxm]
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lim S, =]f(z)dz=j udx—f vdy
n—>oo
Cc

c c

+1i fudy+fvdx‘
C

Cc
Maka dapat disimpulkan bahwa integral garis pada
fungsi kompleks f(z) =u+iv di bidang Argand
dengan z = x + iy

Jo f@dz=[, (u+iv)d(x +iy)
= J. udx —vdy +
i(J, vdx +udy),

di mana C merupakan batas dari z = x + iy

Sifat Dasar Integral Garis Pada Bidang Kompleks:
1) Integrasi merupakan suatu operasi linier, sehingga:

f [k1f1(2) + k2 f2(2)] dz

Cc

= klffl(z)dz+k2jf2(z)dz

2) Memecah (membagl) kurva menjadl 2 bagian kurva
C] dan Cz

ff(z)dz—ff(z)dz+ff(z)dz

3) Membahk arah integrasi
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z z
ff(z)dz= — jf(z)dz

4) f:f(z)dz = f:lf(z)dz + f:lf(z)dz , di mana

a<m<b

atau [, f(z)dz = fcl f(2)dz + fcz f(2)dz , di

mana C = Cl + CZ

5) [, f(z®)d(z(®) = fff f(z(©)z'(t)dt, di mana
t = [ty t;]

6) | Jo f (z)dz| < ML , di mana M merupakan batas
atas |f (z)|, dan L merupakan panjang dari C.

1. Integral Bergantung Lintasan

Misal lintasan C dengan z(2) = x(t) + i y(t) (a <t <b)
dan f(z) fungsi tidak analitik pada domain D (yang memuat
lintasan C). Maka nilai integral lintasan f(z) terhadap C
bergantung pada bentuk lintasan yang diambil dan dapat
dinyatakan:

[, f()dz =[] flz(D]z'(t) dt

Untuk menghitung integral lintasan di atas, dilakukan
cara sebagai berikut:
1. Nyatakan lintasan C dalam z(?) = x(?) + i y(t), a <t
<b
2. Cari turunan, z’ (7).
3. Substitusikan z(?) ke dalam f{z).
4. Integrasikan f(z) z’ () terhadap ¢

Analisis Kompleks | 87




Berikut beberapa lintasan C dan penyajiannya dalam z(?) :
a. Lingkaran

Misal diberikan lintasan C berbentuk lingkaran
satuan (lingkaran dengan pusat (0,0) dan jari-jari 1) dan t
sebagai sudut pusat. Maka diperoleh hubungan x = cos ¢
dan y = sin t. Oleh karena itu persamaan lintasan C,
z(t) = x(t) + i y(t) = cos(t) +isin(t) = et*dengan
0<t=2r.

Sedangkan lintasan C berbetuk lingkaran dengan
pusat z = ( 0,0 ) dan jari-jari r dapat ditentukan dengan
cara sama, sehingga persamaan dituliskan sebagai:

z(t) =x(1) +i y(t) =re"dengan 0 <1 <2r.

Menggunakan transformasi dengan koordinat
Kartesius dan bentuk persamaan lintasan di atas
didapatkan persamaan lintasan C berbentuk lingkaran
dengan pusat zy dan jari-jari r, yaitu:

2(f) = z(0)+ re", dengan 0 <t < 2.
Contoh:
Hitung integral dari f{z) =§ atas lintasan C berbentuk
lingkaran satuan dengan arah berlawanan jarum jam.
Jawab :

Persamaan lintasan C : z(t) = e‘t!dengan 0 <t < 2.

z(t)=ie'

fo=== et$ f(2)dz = [ f(z) 2z (e)dt =

zZ

2 it . —ti .
Jy etie dt =2mi

b. Segmen Garis

Misal lintasan C berbentuk segmen garis dari z
(x0.y0 ) ke zi( x5,y; ). Maka kita pilih terlebih dahulu
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interval parameter t, misal 0 <t </ dan dengan cara
deduktif dapat diturunkan

Persamaan untuk lintasan C yaitu :
t = 0, maka x(t) = x9, y(t) = yp maka z(1)= xp+ iyp = zo

x0+3x1

t= i, maka x(2) = V() = @ maka z(?) =

zp + % (z1— zp)

t =1, maka x(t) = x;, y(t) = y;, maka z(t) = z,
Secara umum, persamaan lintasan C berbentuk segmen
garis dari 7o ke z; yaitu :

z(f) =z(0)+ #(z(1)— 2(0)) dengan 0 <t <1
Contoh:

Hitung [ ¢ f(2) dz dengan f(z) = Z dan lintasan C
berupa segmen garisdariz =2-3ike z=1 + 2i.
Jawab :

Persamaan lintasan C - z(2) = 2-3i +t (-1 + 5i) =2 -t¢
+i(-3+5t),0<t<1.

Turunan, z (¢) = -1 + Ji.

f(z)=z=2—-t—-i(—3+5t)

[, f@dz = [, f(2)2'(t)dz = [, (2t -
i(=3+5t)) dt = —§+7i.

Ellips

(x—x0)? n G-y0? _

a? b2

Misal Lintasan C berbentuk ellips:
1 dengan arah positif.

Maka dengan cara sama seperti menentukan per-
samaan lintasan yang berbentuk lingkaran, didapatkan:
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z(t) =z0 +acost+ibsint,dengan ) <t <2xdanz)=
(X0.Y0).
Contoh:

Hitung | ¢ f(2) dzdengan f{z) = x -iy dan lintasan C
berbentuk ellips 4 x*+)’=4 dengan arah berlawanan
jarum jam.

Jawab :

2
Bentuk lintasan C: x2+32/—2 = ] dengan penyajian z(?) =
cost+2isint, 0<t<2r

Turunan, z ‘(#) =-sint+ 2icost.
fz) =cost-2isint

! f(z)dz )

= f (cost —2isint)(—sint
0

+ 2icost) dt

2T -

3 3
=f (—sin2t+2i> dt = (——cosZt +2it) = 4mi
2 4 0
0

d. Kurva
Bila lintasan C dinyatakan sebagai persamaan kurva,
maka kita dapat memisalkan x(z) = ¢. Sehingga interval
parameter t dan bentuk y(t) sangat bergantung berturut-
turut terhadap nilai x dari titik dan persamaan kurva
yang diberikan. Sebagai contoh, misal lintasan C berupa
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kurva dengan persamaan y = 3x° - 3 dari titik ( -1,0 ) ke
titik ( 0,-3).
Persamaan lintasan : z(8) =x(t) + iy(t) =t +i (3£ -3)
dengan -/ <t <0.
Contoh:
Hitung integral dari fungsi f(z) = xy + 2iy atas lintasan C
sepanjang kurva y = 3x” - 3 dari titik (-1,0) ke titik
(0,-3).
Jawab:

Persamaan lintasan C : z(¢) = x(t) +iy(t) =t +i (3

t2 - 3 ) dengan -1 <t <0.

Turunan,z ‘(1) =1+ 6it

f(z)=t(Bt2—-3)+ 2i(3t2 —3)

= 3t3 - 3t+1i(6t> —6)

[ r@ dz

¢ 0
- f[3t3—3t+i(6t2—6)](1
.39 32
+6lt)dt——T+?l

2. Integral Bebas Lintasan

Dalam keadaan khusus, integral lintasan tidak
bergantung (bebas) terhadap lintasan. Artinya nilai integral
lintasan akan bernilai sama walaupun lintasannya berbeda
asalkan titik titik ujung lintasan tetap. Syarat perlu dan
cukup untuk keadaan tersebut diberikan berikut.

Domain D disebut tersambung sederhana bila setiap lintasan
tutup sederhana dalam D melingkupi titik-titik pada D.
Misal f{z) analitik pada domain tersambung sederhana D.
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Maka terdapat fungsi analitik F(z) sehingga F’ (z) = f{z)
untuk setiap z € D dan nilai integral dari f{z) terhadap setiap
lintasan yang menghubungkan dari titik z0 ke z/ dinyatakan
sebagai:

[ r@az = ) - Fea)
z0

Dari kondisi di atas dapat disimpulkan bahwa bila f(z)
analitik pada domain terhubung sederhana yang memuat

lintasan tutup C maka : . f(2)dz = 0.
Contoh:

Hitung | ¢ f(2)dz bila f(z) = z sin z dan lintasan C berupa
ruas garis yang menghubungkan dari titik ( m,37) ke titik
(2m,-m).

Jawab :

Pandang bahwa f{z) = z sin z merupakan fungsi entire,
sehingga analitik pada domain tersambung sederhana yang
memuat lintasan C. Oleh karena itu, integral lintasan dari
f(z) tidak bergantung ( bebas ) bentuk lintasan.

Jadi :

2m—im

f f(z)dz = f zsinzdz = (—zcosz + sinz)2";%
c n+3mi

= (mi — 2m) coshm

— sinhm — (m + 3mi) coshm + sinh 3w

C. Teorema Integral Cauchy

Integral garis dari fungsi kompleks f(z) tidak hanya
tergantung pada titik akhir lintasan, tetapi juga tergantung
pada pilihan lintasannya. Jika f{z) analitik pada domain D

92 | Anaiisis Kompleks




dan D secara sederhana terhubung, maka integral tidak akan
tergantung pada lintasannya.

Lintasan tertutup sederhana yaitu lintasan yang tidak
memotong atau tidak menyinggung dirinya sendiri.

Q& S

Sederhana Sederhana Tidak Sederhana

Domain terhubungkan secara sederhana jika setiap
lintasan tertutup sederhana dalam domain melingkungi
hanya titik-titik dalam domain.

K009

Terhubungkan Terhubungkan Terhubungkan
Sederhana Lipat-Dua Lipat-Tiga
Teorema 1

S~

Integral Cauchy I)

Misalkan fungsi f analitik pada interior C dan pada
lengkungan tertutup C tersebut. Jika z, titik dari interior C,
maka

_ 1 f@
f(zo) = 2mi Z— 27,

dz
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dengan pengintegralan mengambil arah positif pada
lengkungan tertutup C.

Perhatikan ruas kiri dari rumus tersebut. Rumus tersebut
menyatakan nilai fungsi analitik f di suatu titik dari interior
C dan ruas kanan menunjukkan nilai integral yang
menyangkut fungsi f, sepanjang lengkungan tertutup C, yang
merupakan batas dari daerah yang terdiri dari interior C dan
lengkungan tertutup C tersebut.

Kesamaan yang ada menunjukkan bahwa setiap
pengubahan nilai fungsi f pada interior C, selalu diiringi oleh
berubahnya nilai integral yang menyangkut fungsi f, pada
batasnya.

Bukti:

Misalkan K lingkaran dengan pusat z, berjari-jari to,
dengan 1, positif cukup kecil, dan K merupakan titik-titik
dari interior C.

Persamaan lingkaran K tersebut |z - zo| =yrpatau z - zp -
ro el®
0 <60 < 2r, lihat gambar berikut:

Y

C
X
(0}
Fungsi Zf (ZZ) analitik pada interior C pada lengkungan C,
— 40

kecuali di titik z,.
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Apabila C dan K mengambil arah yang sama, yaitu arah
positif, maka menurut Teorema Anulus.

f(z)dz (f (2)dz

Z_ZO Z_ZO
c K

Ruas kanan kita tulis f(z) = f{zg) + f(z) — f(zy), maka
f f(2)dz dz 4 f(@) + f(2) d
——dz

= f(z
Z_ZO f(O)I_!-Z_ZO 4 Z_Zo

Tetapi untuk setiap z pada K.

dan dz = i r,e'® sehingga diperoleh

2T
dz
f =ifd9=2m'
Z— Z,
0

K
Selanjutnya fungsi f analitik di z,, berarti f kontinu di z, dan
menurut definisi kekontinuan untuk setiap ¢ > 0 terdapat ¢
>(), sehingga

|f(z) —f(zo)l > ¢, apabila |z—20| >0
Pilih r, lebih kecil dari 0, maka diperoleh:
f@)—f(z)| ¢

< — ,disetiap z pada K.
Z_ZO TO p p

Keliling (panjang) lingkaran K adalah 27 r,.
Menurut Teorema 2.2.5

€
dz| < —2nry = 2me
zZ — ZO ro

Karena ¢ bilangan positif yang dapat diambil sekecil
mungkin, maka
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f@) —f(z) ,

z| = 0 dan berarti

Z— 2
K
[@—f@) o
zZ — ZO
K
Terakhir diperoleh
z
f (@) dz = f(z,) - 2mi + 0, atau
Z— 2z
c
1 (f(z)dz
f(zo) = i) Z= Zo
c

Titik a dan b di D, maka

b
J f(z)dz

a
= F(b) — F(a),yang merupakan integral tertentu.

Teorema 2
Integral Cauchy II)
Misalkan D daerah yang terdiri dari lengkungan tertutup
C dan interiornya. Titik zy suatu titik dari interior C, arah
pada lengkungan C arah positif. Jika f(z) analitik pada D,
maka turunan ke n dari f{z), yaitu /% (z,) ada untuk n = 1, 2,
3, .... Nilai turunan tersebut adalah

ooy 1 f(2)
L fi(z0) = 271in (z — 2)? dz
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21 ") = s | s i

2mi ) (z —zy)3
c

Rumus umumnya:

- _nl f(2)
f( )(Zo) = Zﬂlcf (Z — Zo)n+1 dz

Bukti melalui definisi turunan

f(zo + Az) — f(2)
m

f'(zo) = Alz—>0 Az
Menurut rumus integral Cauchy I, maka
f(@)
f'zo) = Az—>0 2mi Az fz— (2o + Az) z
c
z
f@
zZ — ZO

Cc

_ 1
Az—>027TL ff( )[AZ z— (2o +Az)

Z_ZO)]dZ
_Az—>02m ff( )[ (z—z)2

+ (z — z, —AAZZ)(Z — ZO))] dz
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1 f(2)

= d
Az—0 Zm (z — 2p)? z

f(2)

AZ—>O Zm (z =29 — Az)(z — zp)

f(2)
~2mi f (z - zo)2
f(2)

AZ—>O Zm (z =29 — Az)(z — zp)

dz

Pada lengkungan C, fungsi f(z) analitik dan berarti pula
f(z) kontinu, sehingga | f (2) | ] M untuk suatu bilangan
positif M.

Andaikan d jarak dari titik pada C yang paling dekat kepada

Z,, maka untuk setiap z pada C.
1 1
|Z—ZO| > d atau m < 7
—40

Apabila |Az| < % d maka untuk setiap z pada C

1 1
- — > — —<_
|z Zo Az| = d atau EE—

Misalkan L menyatakan panjang lengkungan C, maka kita
peroleh

f f(2) gl < 1821 M
2ni) (z—2zy— Az)(z — zp) 27t dd?
2

Jika Az menunjukkan nol maka ruas kanan menuju nol,
sehingga didapat
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. Az f(2) _
lim Cf =z dz=0

Az—0 27Ti —A2)(z—zy)
Dengan demikian terbukti bahwa
, 1 f(2)
fl@) =5=| = dz

2mi ) (z — zy)?
c
Dengan definisi turunan ke n dar f(z) dititik z,, yaitu
=D (z, + Az) — f™@~D(z
YO i P
Z—>

Az
Teorema 3
S——

Apabila f(z) analitik pada suatu daerah D, maka turunan
ken;n=1,2, 3, ..., juga analitik pada D.

Teorema 4

S~

Apabila f(z) analitik pada lingkaran C : |z-z,| = r pada

interiornya dan f{z) terbatas pada C, yaitu | f(z)l < M, untuk
setiap z pada C.

Makauntukn =0, 1, 2, ......

F®(z0)] < mM

0 = gn

D. Teorema Integral Cauchy (Goursat)

Jika f(z) analitik di dalam suatu domain D yang
terhubungkan sederhana, maka untuk setiap lintasan tertutup
sederhana C di dalam D.
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f f(z)dz=0

Jika f(z) analitik di dalam suatu domain D yang

terhubungkan sederhana, maka untuk setiap lintasan tertutup
sederhana C di dalam D.

§ f(z)dz =0

_____

Kontur (Contour)= Lintasan tertutup sederhana (simple
closed path)

Integral kontur = Integral pada lintasan tertutup sederhana
(integral over such a path)

Contoh:
1. Tidak singular atau fungsi keseluruhan (entire function)

fﬁ e?dz = 0% cos zdz
c
=0 56 zdz

c
=0,(n=0,1,..)

Cc

Untuk sembarang lintasan tertutup, karena fungsi-fungsi
ini secara keseluruhan analitik untuk semua z.
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2. Singular di luar Kontur

f dz =0 3( “z__,
seczaz = ZZ+4-_

Cc Cc
C adalah lingkaran satuan (unit circle)

secz = L tidak analitik di z = iz, i3—n,
cosz 2 2

Namun semua titik terletak di luar C.
L tidak analitik di z = +2i di luar C.

z2+4
3. Fungsi non analitik
21
§ zdz = f e~Hieltdt = 2mi
c 0

denganC : z(t) = e'‘adalah lingkaran satuan,
sedangkan f(z) = Z tidak analitik
4. Cukup keanalitikan, tidak keharusan
dz
72
c

=0

dengan C adalah lingkaran satuan,sedangkan f(z) = L

ZZ
tidak analitik di z = 0.
5. Esensial terhubung sederhana

dz )
— = 2mi
z

1 1
C terletak dalam anulus 3 <|z|< 3 dan ~ analitik, namun

domain tidak terhubung sederhana, sehingga teorema
Cauchy tidak dapat diterapkan. Karena fungsi é tidak
analitik di z= 0.
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Pembuktian Teorema Integral Cauchy
Dalam bab ini dibicarakan mengenai pembuktian
teorema Integral Cauchy, yang pembuktiannya dapat
digolongkan atas dua cara:
1. Dibuktikan dengan menggunakan teorema Green.
2. Dibuktikan dengan menggunakan beberapa teorema riil
variabel.

Teorema 5
N—

Misalkan f{z) analitik pada daerah terhubung. C adalah
path tertutup dalam daerah terhubung maka :

f f(z)dz=0
C
Teorema integral Cauchy ini berlaku untuk daerah
terhubung sederhana dan daerah terhubung tak sederhana.
Pada mulanya Cauchy membuktikan teorema tersebut
dengan memakai pembatasan bahwa f(z) memenuhi f(z)
juga kontinu di D (daerah). Selanjutnya Goursat
membuktikan teorema tersebut dengan menghilangkan
syarat tambahan (pembatasan tadi) untuk f{z). Sejak itu
teorema tersebut dinamakan sebagai teorema Cauchy-
Goursat.

a. Pembuktian Teorema Integral Cauchy dengan
Menggunakan Teorema Green.

Teorema 6
isalkan f(z) analitik pada daerah terhubung R. C

adalah path tertutup dalam daerah terhubung, maka:
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f f(z)dz=10

Cc

Bukti: Karena f(z) = u + iv diketahui analitik dan

mempunyai turunan kontinu, maka :

au Jdv Jdv Jdu

f(2)=—=— a @— @
Sehingga :
Ju 0v
dv ou

Kontinu di dalam dan pada path C.
Jadi teorema Green dapat digunakan,

diperoleh:

sehingga

f f (Z)dZ=J.(u+iv)(dx+idy)

J f(z)dz = j(udx —vdy) + iJ(vdx + udy

Dengan menggunakan persamaan 1 dan 2 diperoleh:
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df f(z)dz

- ()
- dx 0dy xay
Ju

d
( 6v>dd
+iﬂ ox dy xaey
d

f f(z)dz=10

Cara lain:

Hasil yang sama akan diperoleh yaitu dengan
memakai bentuk kompleks teorema Green sebagai
berikut :

Dengan menuliskan f(z) = B (z,Z ), dan karena f(z) bebas
dari Z maka % =0

jf(Z)dZ=ff%dxdy=0

LATIHAN DAN PENYELESAIAN
1. Tentukan integrasi kompleks berikut :

Sehingga:

a. [. coszdz,C adalah 2 lingkaran |z| =7 ; x > 0 dari —
c 2

i ke w1
Jawab:

a. fc coszdz, C adalah—; lingkaran |z =7 ; x >0
dari —mi ke mi.
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l\
w

Dari mata kuliah kalkulus, telah kita ketahui bahwa

Jo cosxdx = sinx.
Maka :

J cosz dz = sinz|"; = sinni — sin(-ni) = sinmni
c

+ sinmi = 2sin mwi
Karena sin iz = i sinh z

Jadi [, coszdz = 2sinmi = 2isinhn

Jo sin*zdz , C adakah % lingkaran |z| = « ; dari —xi
ke mi pada bidang sebelah kanan

Jawab :

J, sin®zdz , C adalah %lingkaran |z| = n ; dari —mi ke
ni pada bidang sebelah kanan.

Tentu fungsi di atas tidak dapat langsung
diintegralkan.  Kita perlu  melakukan  ‘trik’
trigonometri, yaitu : cos(2x) = 1 —sin’x,

. 1-cos2z
Maka : sin’z = —

g o . 1-cos2z
Dengan demikian : sinz =

2

1
f sin? zdz = Ef 1 — cos2zdz
C C
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L. . o
=3 [(mi— i) —3 (sin2mi
— sin(—2mi))]

—12' 1(2'2')
—2[m > sin2mi)|

= i — = sin 2mi
mi — o sin 2mi
— i ——isinh?
i 12lSlr1 /[
= i (n — 5 sinh 2)
l(T[ 5 Sinh 2m
c. fc ze?’dz , C adalah dari I menuju i sepanjang

sumbu kompleks
Jawab :

fc ze?’dz , C adalah dari I menuju i sepanjang

sumbu kompleks.
Pertama, misalkan u =7’ maka du = 2zdz, atau

du . 2 du
— = zdz, schingga Jo ze7dz = |, e*—. C
berubah menjadi C', artinya terjadi transformasi dari
kurva C ke kurva C'
Zo = 1,makauy, = 12 =1
z; = i,makau, = i? = -1
du 1 1
f eu7: _EeuIII — E(el _e—l)
c1
1

— (ol _ -1

- 5@ e
Karena sinhz = - (e* — e 1)
Jadi, fcleudz—u = —%(e1 —e 1) = —sinhl
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d. | o sinhmzdz , C adalah dari i menuju O sepanjang
sumbu y
Jawab:
) o sinhmzdz , C adalah dari / menuju 0 sepanjang
sumbu y untuk sekedar diingat kembali bahwa:
cosh= %(ez + e7%), sinh = % (e —e™?)

coshmz ¢
l:

Maka : [, sinhnzdz =

=2 (cosh0 — coshmi)

= — (1 — cosh mi)

T
(ingat : cosh ix = cos x dan cos ix = cosh x)

=3

1
f sinhmzdz = ;(1 — COST)
c

S 1(1 _ (_1)) —2

s Y

e. J. sec®zdz, C adalah jalur sembarang dari ﬂ:i ke
Vs
4

T
f sec? zdz = tan z|?,

C 4

T Tl T
= tanZ—tanZ =1- itanhZ

2. Hitung | ¢ f(2) dzdengan f(z) = x - i y dan lintasan C

berbentuk ellips4x’+)’=4 dengan arah berlawanan
jarum jam.
Jawab:
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Bentuk lintasan C: x’ +32’—§ = [ dengan penyajian z(?) =
cost+2isint,)<t<2r
z(t)=-sint+2icost.

f(z) =cost-2isint

2
ff(z)dzz f(cost—Zisint)(—sint
C 0

+ 2icost) dt

21 o

3 3
=J. <—sin2t+2i> dt = (——cos 2t +2it> = 4mi
2 4 0
0

3. Hitunglah fc f(z)dz, jika :
a. f(z) =z + 5 , dan c ialah lingkaran satuan (searah
jarum jam )
Jawab:
fz) =z +§, dan C ialah lingkaran satuan ( searah jarum
jam )
C adalah lingkaran satuan (searah jarum jam)

zt)=e . 0<t<2m
Kurva disebut smooth jika C mempunyai turunan,

sehingga :
dz ,
= — = _—je Uit
z(t) i ie
dz = —ie tdt
1 it 1
f@=z+ - f(2() = e +—

=e Ut + etit

108 | Analisis Kompleks




2T
1 . . ,
3€ (z +E> dz = jg (et +e7t) —ie it dt
0

C
= [P ieitdr + [P —ide
—i ,
= Ze_zw %" - ltl%n
1 .
= 5 (7" —e%) —2mi
= %(cosé}n— isindmr — 1—1i0) —
2mi
1
= 5(1-10-1-i0) - 2ni
= —2mi

. flz) = Re z , dan C adalah parabola y = x° dari 0
sampai [ +i
Jawab:
z(t) = t+ it? 0<t<1
flz(®)] = Rez(t) = ¢
zZ(t) = 1+ 2it
1

}E Rez dz = ft(l + 2it)dt
c
0

1 20 _
= Et2+ §t3|§;3

1 20

2( 0)+3( 0)
_1,2
- 273
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4. Hitunglah nilai integral fungsi sepanjang lingkaran
satuan dalam arah berlawanan arah jarum jam dan
hubungkan dengan teorema Cauchy.

a. f(z =§

Jawab:

Ni| —

1
makajgtdzzo
Z

C
Untuk soal ini, teorema Cauchy tidak dapat

diterapkan, karena Z tidak analitik.

f(2) =

b. fiz) = z*

Jawab ;

f(z) = 72 maka $. z°dz =0
Untuk soal ini, teorema Cauchy tidak dapat diterapkan,
karena Z tidak analitik.

5. Hitunglah gﬁc %dz dengan menggunakan integral

Cauchy.
Jawab:

$, gdz = 2mie?|,-, =2mie? untuk setiap kontur
yang melidungi z, = 2 dan bernilai nol untuk setiap

kontur yang tidak melindungi z, = 2

3_
6. Hitunglah ﬁc %dz dengan menggunakan integral

Cauchy.
Jawab:
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5523—6(1
2z —1 %
3

1,3 _ 1
fz — Z:27Ti(—23—3)|_i
2 —-i 2 =
C 2
T

=——6
3 Tl

Zy = %i terletak di dalam C.

. Integralkan dengan arah berlawanan arah jarum

Z
z2+1
jam sepanjang lingkaran |z+i| = ]

ZZ
f dz; C:|lz+1|=1

z2+1
f dz o z?
zz+1 (z—l)(z+l) 7n(z—i]zz_i
i2
Y
m_zl T

. Hitung integral dari fungsi f(z) = xy + 2iy atas lintasan C
sepanjang kurva y = 3x° - 3 dari titik (-1,0 ) ke titik ( 0,-
3).
Jawab:

Persamaan lintasan C - z(¢) = x(t) +iy(t) =t +i(3

£ -3 )dengan-1<t<0.

Turunan, z “ (t)=1+ 61t

f(z)=t(Bt2-3)+ 2i(3t2 —3)

= 3t3 - 3t+1i(6t> —6)
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! f(z)dz

0
_ f[3t3 —3t+i(6t2 —6)] (1

+ 6it) dt = 39+32'
l = 4 51

9. Hitung [ ¢ f(2)dz bila f(z) = z sin z dan lintasan C

berupa ruas garis yang menghubungkan dari titik ( 7,37 )
ke titik ( 2m,-m ).

Jawab:

Pandang bahwa f(z) = z sin z merupakan fungsi entire,
sehingga analitik pada domain tersambung sederhana
yang memuat lintasan C. Oleh karena itu, integral
lintasan dari f(z) tidak bergantung ( bebas ) bentuk

lintasan.
Jadi:

2m—im
ff(z)dz= j zsinz dz
C m+3mi

2n—im

= (—zcosz +sinz); 50

= (i — 2m) coshm
— sinhm — (m + 3mi) cosh + sinh 37
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SOAL-SOAL

1.

Hitunglah f f(z)dz, jika :
a. f(z) =—, dan C adalah busur lingkaran dari 2 searah

jarum Jam sampai -2i
b. fiz) = |zJ°, dan C adalah lingkaran satuan
(berlawanan arah jarum jam)
c. flz) = (z-i)", dan C adalah lingkaran |z-i|= 2 (searah
jarum jam)
Hitunglah nilai integral fungsi sepanjang lingkaran
satuan dalam arah berlawanan arah jarum jam dan
hubungkan dengan teorema Cauchy.

a. f(z2)==

b. f(z)=Imz

c. f(z)=tanz

Integralkan dengan arah berlawanan arah jarum

z4-1
jam sepanjang lingkaran |z-1| =1
Integralkan ﬁ dengan arah berlawanan jarum jam

sepanjang lingkaran satuan.
2

Integralkan fungsi (ZZZT)Z dalam arah berlawanan arah
jarum jam sepanjang lingkaran satuan.

Integralkan fungsi L dalam arah berlawanan arah
jarum jam sepanj ang hngkaran satuan

Hitunglah [, -
arah positif.
Hitunglah [
panjang dengan tltlk titik sudut —, 2-i 2+i, i.

72+8i+3
Hitunglah [ —=5—=0

Arah positif ( melawan jarum jam ).

= 4 dengan

cos1z

dZ apabila C berupa empat persegi

dz , jika C lingkaran |z| = 4.
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10. Tunjukkan bahwa [ xe* sinx dx = =

- 000 -
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BAB 5

BARISAN DAN DERET
BILANGAN KOMPLEKS

A. Barisan Bilangan Kompleks

Definisi 1

~—

Barisan kompleks adalah bilangan kompleks yang
diurutkan dengan suatu pola tertentu. Biasanya ditulis dalam
bentuk berikut ini:

71, 23, Z3, ...atau { z, z,, z3, ...} atau secara singkat {z, } ....

Bilangan-bilangan z;, z,, z3,, ... di atas disebut sebagai suku-
suku barisan. Suku ke z, disebut sebagai suku umum atau
suku ke-n barisan tersebut.

Contoh:
< 2 — 2 3_
2n 2’

i 3i
4’8"
n g

Teorema 1
Dua barisan {z,}! dan {w,}! dikatakan sama jika dan

hanya jika suku-suku yang bersesuaian sama. z, = w, untuk
semuan=1,23,...

Barisan bilangan kompleks terdiri atas dua barisan yaitu
sebagai berikut:
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1. Barisan Konvergen

Definisi 2
uatu barisan {z,! disebut konvergen jika terdapat

suatu bilanganz sehingga:

lim z, =z
n — oo

Teorema 2
Perhatikan barisan {z,} dengan z, = x, + i.y, untukn =
1,2, 3,...Maka:

limz, =a+ bi
n —->oo
Jika dan hanya jika:
limx, =a dan llmyn =b

n —oo

Contoh 1:
Tentukan barisan { ;—n }  dengan beberapa suku
pertamanya.
Jawab'
1 i -1 —-i1
ST S I O R

Apabila diperhatikan tampak bahwa barisan ini konvergen
ke bilangan 0

il’l

lim—=20
n-on

Teorema 3
S—
Suatu barisan yang konvergen, limitnya tunggal
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2. Barisan Divergen
Ada 2 ciri utama dari sebuah barisan divergen.

Ciri I: Bila n bertambah besar maka suku-suku barisan
tersebut bertambah besar nilai mutlaknya tanpa

batas.
Contoh 2:
Nyatakanlah apakah barisan {n - %} konvergen atau
divergen. Beberapa suku pertamanya : {O, %, 2,1:5, }

Jawab:

Tampak jika n makin besar maka barisan tersebut
memiliki suku ke-n yang juga makin besar. Dengan
demikian barisan ini divergen.

Bila kita gunakan rumus pada teorema 2, akan diperoleh
hasil limit :

limn——= oo —0= oo — divergen
n—oo n

Ciri 2: Jika suku-suku dari suatu barisan berosilasi di
antara dua titik (atau lebih) maka barisan
tersebut tergolong barisan divergen. Barisan
berikut meskipun suku-sukunya tidak makin
besar menuju tak terhingga tetap saja tergolong
divergen, dan dinamakan divergen terbatas
(bounded divergent).

Contoh: Barisan {i"} memiliki suku-suku per-
tama {i,—1,—i,1,i,—i,1,...}. Tampak suku-sukunya
berosilasi di titik i,—1,—i,dan 1. Berarti barisan ini
divergen.
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B. Deret Bilangan Kompleks
1. Deret Tak Hingga

Definisi 3
—
Deret yang banyaknya suku tak terbatas disebut deret

tak hingga,
notasi: S, = Yine1Zn

Teorema 4
N—

Deret S,, - X.n=1 Z, dikatakan konvergen ke S jika
barisan {S,} konvergen ke S, yaitu lim, . S,=S,
selainnya deret dikatakan divergen.

Contoh:
) 5{ . (1 1 1 1
1. Barisan {2—}— 5i (—+ 2—2+ 2—3+ I 2—n+ )
dibentuk deret ).,

n=1%n
Maka lim,,_, Snkonzvergen ke 5i
2. Deretyo —1" YD) =i—i+i—i+i—i+-,
Sptidak mempunyai limit, maka deret divergen
3. Deret aritmatika
S,=n(a+Un)=2n[2a+ (- 1)b]
Jikaa # 0

b+ 0
Deret tidak konvergen (divergen)

} - lim,_, S, =t

4. Deret geometri
Sy =
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Untuk |r| < 7, limy,_,,, Sn= i — deret konvergen

Untuk |r| > 7,limy,_,,, Sn = o — deret konvergen

Untuk |r| = 1, limy,,,Sn = tak tentu — deret
konvergen

. Sifat-sifat deret tak hingga

1) Jika deret S, = ».7° z,, konvergen maka lim,,_,,, z,
= ( (sebaliknya tidak berlaku )

2) lJika deret S, = 2.7 zy,, lim,_,, z, # 0, maka deret
divergen (akibat logis dari (1))

3) Jika deret S,= »7°Z,, z, = 0 dan mempunyai
batas atas maka deretnya konvergen.

Untuk menyelidiki kekonvergensian suatu deret
dapat digunakan “uji banding”, yaitu membanding-
kan deret tersebut yang telah diketahui ke-
konvergensiannya.

Ada tiga macam deret pembanding ;
"1 - |r| < I, konvergen
|r| > ], divergen

1) Deret geometri : ),7° ar

2) Deret hiperharmonis : 21 = — k> I, konvergen
kS 1, divergen
dibuktikan dengan kondensasi 12" Uggm
3) Deret Bertrand : X7 i

konvergen, k <1 — divergen
Prinsip/cara penggunaan deret banding;

)k,jlka k> I1-

1) V, = deret pembanding, U, = deret yang
diselidiki
a) Jika V), konvergen
Sedangkan 0 < U,, < V,,, maka U,, konvergen
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b) Jika Vj,divergen
Sedangkan 0 < V,, < U,, maka U,, divergen
2). Jika dipenuhi: (i). U, > 0 danlj, > 0
(ii). 1Moo 2 = L # 0

Maka U, dan V, keduanya konvergen atau
keduanya divergen.

b. Uji konvergensi deret tak hingga
Untuk menyelidiki konvergensi suatu deret
kecuali dengan membandingkan deret-deret lain
yang sudah jelas konvergensinya, dapat juga
dilakukan dengan pengujian (tes) terhadap dirinya
sendiri yang disebut “kriteria konvergensi” atau “tes
konvergensi”. Ada banyak tes konvergensi di
antaranya;
1) Uji rasio (uji pembanding )
Uji rasio ini berlaku untuk deret dengan suku-
suku positif, yaitu membandingkan suku ke (n+1)
dengan suku ke-n,

Teorema 5
~—
eret U,, dengan suku dan tidak negatif

. U
Jika Y, 0 3“ = L, maka:
n

a. L < I- deret konvergen
b. L > - deret divergen
c. L = I- didekati dari atas — deret divergen
didekati dari bawah — tak ada keputusan
2) Uji Akar
Teorema: Deret U,, dengan suku-suku tidak
negatif
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3)

4)

5)

Jika lim,, ., T(/U_n = L, maka:
a. L < I- deret konvergen
b. L > I- deret divergen
c. L= 1- ujigagal
Uji Schlomilch
Teorema: Deret (U,), dengan suku-suku tidak
negatif
Jika lim,, ., I L, maka :
Un+1
a. L > 1 - deret konvergen
b. L <1 - deret divergen
Catatan: Uji Schlomilch ini hanya jika tes de
Alembert gagal, yaitu bila

lim,,_ In — 7 dan pendekatan dari bawah.
Un+1

Uji Raobe

Teorema: Deret (U,), dengan suku-suku tidak
negatif

Jika lim,, . n [1 - %] = [, maka :

a. L > I— deret konvergen

b. L < I- deret divergen

c. L = 0- didekati dari bawah — deret divergen
Uji Integral

Misalkan deret U,, dengan U, > 0, ¥n, maka
> U, dan f; f(x)dx kedua-duanya konvergen
atau kedua-duanya divergenseperti dalam deret

o0
bilangan riil, kekonvergenan deret Zzn dapat

n=1
diuji dengan beberapa uji kekonvergenan berikut.
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0

6) Y.z, konvergen= limz, =0, limz, #0 =

n—>0 n—0

n=l1

0
Z z, divergen.
n=1

0

a S,

n=1 n=1

o0 0
b. Zzn konvergen dan Z

n=1 n=1

Zl’l

o0
Z z, konvergen bersyarat.

n=1
o0
C. Z z, konvergen  mutlak
n=1
konvergen.

7) Uji Banding

0
konvergen = Z z,, konvergen mutlak.

divergen —

o0

= >z,

n=l1

» 0
z, < b, dan Z b, konvergen=> Z z, konvergen.

n=l1 n=1

0 0
a, <z, danZan divergen = Zzn divergen.

n=1 n=1

8) Deret Geometri

Bentukumumzz q" =1+q+q° +-

n=1

Jika | g |<1 maka deret konvergen.

Jika | g |>1 maka deret divergen.
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9) Deret p

Bentuk umum : Z ! —1+L+L+
n=1 n? 27 37

Jika p <1 maka deret konvergen.
Jika p >1 maka deret divergen.

. Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Dalam matematika, Deret Taylor adalah repre-
senttasi fungsi matematika sebagai jumlah tak hingga
dari suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan
fungsi tersebut di suatu titik. Deret ini dapat
dianggap sebagai limit polinomial Taylor. Deret
Taylor mendapat nama dari matematikawan Inggris,
Brook Taylor. Bila deret tersebut terpusat di titik nol,
deret tersebut dinamakan sebagai Deret Maclaurin,
dari nama matematikawan Skotlandia Colin
Maclaurin

Definisi 4
S~
Deret Taylor dari sebuah fungsi riil f(x)

yang terdiferensialkan tak hingga dalam
sistem bilangan riil ¢ adalah deret pangkat

rﬂ " £ '
s+ LD e LB e DB gy
0

Dalam bentuk lebih ringkas dapat dituliskan sebagai:

tn} f¥a)
n=e al
dengan n!  melambangkan  faktorial # dan /™ (a)
melambangkan nilai dari turunan ke-n dari f* pada
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titik . Turunan ke-0 dari / didefinisikan sebagai f'itu

sendiri, dan (x — @)’ dan 0! didefinisikan sebagai 1.
Dalam kasus khusus di manaa= 0, deret ini

disebut juga sebagai Deret Maclaurin.

Contoh: Grafik f{x) = ¢' dan grafik dengan

pendekatan Deret Maclaurin untux x = 0 seperti di

bawah ini :
w g ] [
ot —— f:
A PHE R =
i9 =
“ -
LR
R
'-\..
‘--
b s T, ______...-"' ]
| |

Gambar 1:
Fungsi f(x) = ¢* dan bentuk Deret Maclaurin

Untuk fungsi kompleks  f(z) yang
terdiferensialkan pada titik zy, maka Deret Taylor
dirumuskan sebagai berikut:

(n)
dengan a,_ [z)

124 | Analisis Kompleks




Sehingga: £(2)
_iﬂ%w
B n! (z
n=0
= z)"

Deret Maclaurin adalah Deret Taylor dengan pusat
zo= 0, sehingga:

f@
N0

n!
n=0

()"

a. Beberapa Deret Taylor Khusus
1) Deret Khusus 1

Diketahui suatu fungsi: f{z) = 1—;
Selanjutnya, kita akan mencari Deret Taylor
dan Maclaurin fungsi ini. Setelah fungsi f(z)

diketahui, kita harus mencari turunannya, lalu
diformulasikan pola dari semua turunan.

Untuk fungsi f'(z) tersebut di atas:

fEO=0-27 S f@=-10-27¢1) =
f@=0-27 >f'@=-20-27(D=
fr@=0-27 > f'@=-30-2")=0

Dari penjabaran di atas, maka dapat disimpul-
kan bahwa:

W)= ™
f (Z) (1 _Z)TL+1
Maka

1
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[ = = ) 0= & Z)“ (129"
n=0
_ (z = zp)"
f2) = (1 Z)nHl

Oleh karena itu, apabila ingin ditentukan
Deret Taylor dari fungsi f(z) di atas pada titik
zgp = i maka yang harus dilakukan adalah
melakukan substitusi zp = i ke dalam deret
pangkat, sehingga:

1 o (z— )"

1-z L @-)mt

Perlu diperhatikan bahwa pengubahan
fungsi analitik f{z) ke dalam bentuk deret
Taylor hanya berlaku dalam batas-batas
keanalitikan f(z). Dalam kasus ini, f(z) tidak
analitik pada z=/

Berikutnya kita akan menentukan Deret
Maclaurin dari fungsi f{z) tadi. yakni dengan
melakukan substitusi zp = (0 pada deret
pangkat sehingga menjadi:

1 (z-0)" n
f@=1=;= L a-om - ZZ

n=0
2) Deret Khusus 2
Diketahui f (z) = e*

Seperti langkah—langkah pada kasus sebelum-
nya, kita terapkan juga kali ini .

fzy=e’— f(2)=e"— f(D)=e" —
fr(2)=e”

maka dapat disimpulkan: f*(z) = e”

126 | Analisis Kompleks




3)

Sehingga dengan menggunakan Deret Taylor
diperoleh:

Deret Khusus 3
Diketahui f(z) = sin (z) —f(0) =0

Maka: f’(z) =cos (z) - (0) =1

S (z)=-sin(z)

—f “(0) =0
S (2)=-cos (2)

>/ (0) =-1
/(@) =sin (2)

=0 =0
12 (@) =cos (2)

=70 =1

Jika disusun secara manual maka Deret Mac
Laurin untuk f (z) = sin (z) :
sin (z) = f(0) + (0) Ty 2!(0).22 +

nr (©)) (5)

f (0).2 +f (0) Z4+f (0).
3! 4! 51
sin(z) =0+=.z4+ 222+ 224 2 24+

1 2 3! 4!

1 5
-.Z +...
5

z>+ ...

3,5
sin(z) = z ——+ 5'+

2n+1
*Z(—) T e (5= 11)
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4. Deret Laurent dan Integral Residu
a. Integral Residu
Tujuan dari integral residu adalah untuk

mencari hasil dari integral 996 f(z)dz, yakni

integral dari fungsi f(z) pada kurva tertutup C.
Hasil integral tersebut hanya ada pada dua
kemungkinan berikut ini:
Jika f(z) analitik di dalam atau pada kurva C
maka hasil integral ini sama dengan nol.
Jika f(z) memiliki singularitas (ada pole) pada
titik (misalnya (z = z;) , sementara di daerah
lain (tetap di dalam atau pada kurva C) bersifat
analitik, maka f(z) dapat dinyatakan menjadi
deret Laurent, berikut ini'

n b, b3
=) wlears o

Maka residu dari fungsi f(z) adalah koefisien
dalam hal ini b;. Dituliskan dalam

dari
Z—2Zg

bentuk:
b, = Resz:zo f(2)

b. Residu untuk Simple Poles

Simple poles adalah pole atau titik singular
dengan orde satu. Ada dua rumus untuk mencari
residu dari fungsi f(z) yang memiliki simple
poles, yaitu:

Res,—, f(z2)=b, = Zhr? (z — z0)f (2)
—Zp

Misalkan fungsi f(z) dapat dinyatakan dalam
bentuk f(z) = % dengan p(zy) # 0 dan q(2)

memiliki simple zero pada z — z, maka:
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r(2) _ (@)
q(2) q'(2)
Jika q(z) memiliki simple zero ini berarti f(z)
memiliki simple pole.
. Residu pada Poles Berorde Banyak

Misalkan fungsi f(z) memiliki pole berorde
n, maka untuk mencari residunya, digunakan
rumus berikut:

Res,—,, f(2)

Res,—,, f(z) = Res,

1 . dn—l
= (n — 1)' le_glo {dzn—l [(Z
— zoyf )1}

Contoh:
Tentukanlah residu pada semua titik singular
(poles) dari fungsi berikut ini:

4
R
2) f(z) =
1
3) f(2) = o
Penyelesaian:
4 S : :
1) f(2) = -z Bila kita uraikan, maka fungsi
ini akan menjadi
4 4
f(2) =

1+22 (z+0D(z-10)
Sehingga dihasilkan z, = —i (orde 1/simple

pole)
zy =1 (orde 1/ simple pole)

p(z) =4,q(z) =2z*+1, q'(z) =2z
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Dengan menggunakan rumus berikut diper-

oleh:

r(2) _ p(2)

Resrmze [0) = RS 0 "0 @)

4 4
ReSmmi o2 = R~ 20

= —2i
4 4 ]
Reszzi m = Reszzi Z = 2—(0 =2i
2) f(2) =<

Pole fung51 di atas adalah z, = 0 dan orde 4.
Maka residu fungsi tersebut, yaitu:

Res;—;, f(2)

B 1 . dar—1
= (n — 1)! Zl_glo {dzn—l [(Z
— zoyf ()1}
coz z
Res,—o——

1 . d® ,cosz
(4 —1)220 |dz® [Z 7+ ]

= l1 m{ i [cosz]}

3'Z—>0 dz3

1l d? )
N 6z—>0 dzz[ sinz]

_1.(d
= EZI_I)% {E [— cos z]}

= glmé(sm z)=0

COZ zZ

Jadi, Res,_g—— =0
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1 1
3) f(Z) - (z2-1)2 - (z—1)2(z+1)2
Berarti memiliki dua buah poles, yaitu:
Zy = 1 (orde atau n = 2) dan z, = —1 (orde
ataun = 2)
Dengan menggunakan rumus berikut diper-

oleh:

Res,_1 m

2 —1 D {% [(z

-V (z — 1)21(2 + 1)2]}

- il el = i )

2 2 1
23 8 4
1

2 —1 DA, {% [(Z

) + 11)2 - 1)21(2 n 1)2]}
= Jlim {7 [m]}

- im =l
~ 20z (z — 1)?
2 1

_2_
(-2 8 4
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d. Penggunaan Residu dalam Integral Kompleks
Apabila lintasan tertutup C di dalam daerah D
memuat satu atau lebih titik singular (pole), maka
integral sepanjang lintasan tertutup C dapat ditentu-
kan menggunakan teorema berikut.

Teorema 6
S—

Residu Cauchy

Jika f analitik di dalam dan pada lintasan tertutup C
yang berarah positif kecuali di titik singular terasing
Zyy Zyy Z3, ..., Z, Maka

dz =2mi X Y Res,.,,
if(z) z mx; €525, f(2)

Tentunya pole yang berpengaruh terhadap
integral tersebut adalah pole yang berada di dalam
atau pada kurva C. Kurva C yang dibahas di sini
adalah kurva tertutup dengan arah pergerakan
berlawanan arah jarum jam. Jadi, jika ternyata kurva
yang diketahui searah dengan jarum jam, maka
tinggal diberi tanda negatif saja pada ruas kanan dari
rumus di atas.

Contoh
Hitunglah integral berikut dengan menggunakan
residu.
1) §. tanmzdzdengan C:|z| =1 kurva C ber-
lawanan dengan arah jarum jam.
e?+z
) $ &,
lawanan dengan arah jarum jam.

dz dengan C : |z| =%n kurva C ber-
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3) $. bt dengan C: |z — 2| =4 searah

24+422
jarum jam

Penyelesaian:

1) ¢. tanmz dz dengan C : |z| = 1

sinmz
tanmz =
COSTTZ
1 1 1
Dengan z, = i;. Zg =529 = —3 adalah pole

yang berorde 1, sehingga:

p(z) = sinnz dan q(z) = cosnz » q¢'@ =
—nsinnz

p(z)  p(2)
Res,_ = Res,_
eSZ—ZO f(z) e'SZ—ZO (Z) /(Z)
sinmz sinm (2) 1
Res__1 =Res,_1———Fx=—=
2= COSTTZ 2= _msinm (_) i
2
, 1
sinmz sInT (_ 5) 1
Res 1 =Res,_ 1——— "~ =—=
Z=— COS TZ =73 _rsinm (_ _) T
2

Jika semua residu dari pole yang berada di dalam
atau pada kurva C telah dihitung, maka tinggal
menggunakan rumus residu Cauchy seperti
berikut:

f(z)dz = 2mi % Res;—, f(2)
' 2

§ tanedz = x| (-2)  (-2)] = -
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e?+z 1
2) gﬁc -, dz dengan C : |z| = T
e+ z e +z e +z

Z3—Z_Z(ZZ—1)=Z(Z+1)(Z—1)

Pole yang dimiliki adalah:
Zo=0m=1,zy=1In=1,danzy = -1In=1
Ketiga pole di atas masih berada di dalam atau
pada kurva C yang diminta, sehingga:

p(z) =e?+z

q(z)=z3-2z-q'(2) =3z>-1

e?+z  e%+0
770322 -1 3(02)-1

Res,—, f(z) = Res

===
e’+z el +1
Res,_4 f(Z) = Res,—; 372 — 1 = 3(12) -1
_1+e
)

e?+z e+ (-1
3z2—-1 3(-12) -1
e
2
Sehingga integralnya adalah sebagai berikut:

e’ +z ] 1+e —-1+e7?
jg dz = 2mi X
c

R€SZ=_1 f(Z) = RQSZ=_1

—-1+ +
z3 —z 2 2

1+e—1+e‘1]

=2mi X [—1+

2

e+el
2

=2mi X [—-1+

]=m‘x(—2+e+e—1)
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3) §

22342244
z%+4z72

dz dengan C : |z — 2| = 4 searah

jarum jam

223+ 72+ 4 223+ 7%+ 4
% 4 2 Z:jg 20,2 dz
c z'+4z c zX(z%+4)

jg 223+ 7% + 4
= 5 . —~dz
c 2%(z+2i)(z — 2i)

Terdapat 3 kutub atau pole yaitu : z, = 0 (orde
2), zo = —2i(orde 1), dan z, = 2i (orde 1).
Karena ketiga kutub tersebut dilingkupi oleh
kurva C maka kurva C dibagi menjadi tiga bagian
(dengan syarat tiap bagian hanya melingkupi satu
kutub).

C; yang melingkupi z, = —2i

C, yang melingkupi z, = 0

C;3 yang melingkupi z, = 2i

f 223 +z° + 4 iy

¢ z%(z + 2i)(z - 2i)

_f 2234+ 2% +4
- o1 22z + 20)(z — 2i) z

223+ 7%+ 4
jg 2 . ~dz
c2 2%(z + 20)(z — 2i)

jg 2z3+z° +4
5 - —dz
c3 22(z + 20)(z — 20)

Selanjutnya dihitung satu per satu:

Analisis Kompleks | 135




dz, zo = —2i (orde 1) g,(2) =

45 2z3+z%+4
C1 z2(z+2i)(z—20)

223 +22 44

2%(z—2i)

Maka hasil integralnya (searah jarum jam):
223+ 2%+ 4

£1 z%(z + 2i)(z — 2i) d

2(—20)3 + (2% + 4

z = —2mi X g,(zo)

= —2mi X (—20)2((=2i) — 2i)
= —27mi 28D+ (=4 +4 _ 2 o 2
= 2 X sy = Tl = 2w

Kemudian pada kurva C, dengan z, = 0:
¢ 2z3+z%+4
C2 z2(z+2i)(z—-2i)
223 +72+4
(z2+4)
Maka hasil integralnya (searah jarum jam):
223+ 724+ 4
f 5 - —dz
c2 2%(z + 2i)(z — 2i)
—2mi 91
Z-11 ~ 9,% 1 (z0)

= _Zﬂi(gz(zo))

o (622 +22)(z* +4) — 22)(2z3 + 22 + 4)
- [ % + 4)2

I .[(0)(4) —(0)D|

= -2 =

dzzy =0 (orde 2) ; g,(2) =

0

(4%

Berikutnya pada kurva C; dengan zy = 2i :
3 2
¢ 2242 G720 =20 (orde 1) ; gs(2) =

3 z2(z+2i)(z—-2i)

2z3+z%+4
z2(z+2i)
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Maka hasil integralnya (searah jarum jam) :
223 +z2 + 4 _
3€C3 z2(z + 2i)(z — 2i0) dz = —2mi (93(20))
2(20)% + (2D)% + 4
(20)2(2i + 2i)
2mi [2(‘8") +(—4) + 4]
= —2mi
(—4) (41
(—161)

=_2 - _
T =160)

= —2mi

Maka :
f 223+ 2% +4
c

22+ 20 = 20) dz = —-2mi+ 0 — 2mi = —4mi

LATIHAN DAN PENYELESAIAN

1. Tunjukkan bahwa: |, __

234 6
s . 1
2. Selidiki konvergensi deret : . ——— , suku umum U.
Tnz_n42 n
1
n2-n+2
Jawab:

Gunakan deret pembanding deret hiperharmonis dengan
suku umum V, = n—lzyang konvergen (k> 1)

. Un _ 1. 1
lim,_,, Ve lim,_,, I 1#0
Jadi: (U,, ) konvergen.

3. Selidiki konvergensi deret dengan suku umum U,, = lnTn

Jawab:
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Deret pembanding dengan suku umum V;, = %—> deret
harmonis yang divergen.
Untuk n > 3 dipenuhi 0 < % < lnTn
Berarti 0 < V,, < Uy,
Karena (1},) divergen maka (U,,) divergen
4. Selidiki konvergensi deret : ‘{°n—1z - U, dengan
membanding deret

Jawab: dengan membanding deret geometri ).3°

n—1
Vy, r= %yang konvergen
1 1
U,Vy maka 0 < = <o
n vl =4 0<U, <V,
n=2- 2 < é karena (V,) konvergen
maka (U,,) konvergen
n=3- l < E
9 a4
)
(n+1)"

5. Selidiki lonvergensi daerah : z

n+2
n

. u, .
lim ——= limIn

n—o nn n—» Inn
1
In— , Inj1-
. u, ) Inn n+l1
lim = lim
nse Inp noe | Inn Inn
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1

In—
Jawab: [im ~=]lim In—
o pn noe Inn
1 n
In— In !
u, ) n+l
lim =2+ lim
n—o n n n—»00 ln
1 ) !
In— Inlim{ 1-—— .
u, n—0 n+1 Ine
lim =2+ - =2+ =2
no Inn Inlimn o0
n—o0
1
In—
u
Jadi, lim —=2>1 —>deret konvergen
n—w ln n

3 _ 1 n
6. Selidiki konvergensi deret an{ " }

3n+1
lni In n2(3n+2j
Jawab: lim ~= lim
n—ow lnn n—o lnn
1 n
In— —2lnn+1In| 1+ 3
. 3n-1
lim =lim
n—ow nn n—ow lnn
1 n
In— ln(l + J
lim =22+ lim n-
n—ow nn n—»o0 lnn
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In i In lim(l + 3 j
u N n—>o0 3n+1

llm 1= -2 - =.2
e Inp limlnn
n—»o0
1
In—
Jadi, lim —=-2<1 —> deret divergen
n—w ln n

- 1
7. Selidiki konvergensi deret ) ——
,,Z:; n* =2n+3

U
Jawab: Dengan Uji de Alembert gagal, karena lim —— =1

e Un+1
didekati dari bawah dengan Schlomilch:
n’+2

n

limn .ln =lim nin =
n—® U n—o n-—-2n+3

n+l

U 2y2 Y
limn In—"-= lim In| - —
e U, e \n?=2n43

n+l

U 2n-2
limn.In—*=1In lim (1+2n—) =2
n—»0 n—»0 n _2n+3

n+l

n

Jadi limn .In

n—>0

=2>1 —> deret konvergen

n+l

8. Selidiki konvergensi deret dengan suku umum:
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n+l

=1

. 2
Dengan uji de Alembert: lim = lim L
oo U moe 2p 4]

Didekati dari bawah —> gagal.

n

Dengan uji Schlomilc : lim #n. In

n—o
n+l

= limn. In 2n+l

n—>»0 2n

= limn. In (l +Lj
n—o 2n

_1
2

1
=5 <1 — deret divergen

n

Jadi, lim n .In

n—>0
n+l

Selidiki deret konvergensi deret Z

n’=3n
Jawab: U = ! = !
" (n+1)2—3(n+1) n*—n-2
w5 =3m
u, on —n-2

n

U ’-3
limn | 1= =21 | = limitn [1-———
n—»o U n—»o n _n_2

n
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. Un+1 . .
limn|1——=~| = limitn
n—>o Un n—>o

[ nz—n—2—n2+3}
1- 2
n-—-n-2

U 2n* -2
lim n [1—#“} limitn —2 % —»

n—>0 " n—»0 n2 _n_2

U
Jadi lim n {1 - #} =2>1 — deret Konvergen

n—w
n

2n
2n+1
_2n+2 U, 2n+2 2n+1_

10. Selidiki konvergensi deret : z

Jawab: U = =
2n+3 U, 2n+3 2n
2n* +3n+1
2n* +3
U, 2n +3n+1
lim n| 1= =21 | = fim | 122100
o | U, | o 2n° +3n
U,, | -1
limn|1-—"~ = limn ————
e | U, | e 2n” +3n

. Un+1 : 1
limn |[1- = lim — =0
n—»o U n—»o 27’1 + 3

U
lim n[l—#ﬂ}= 0 — didekati dari bawah, deret

n—>00
n

divergen.

1
n-ln

11. Selidiki Konvergensi deret : Z
1
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Jawab: diambil U, =

,untuk x>1dan U, =2 0
x-Inx

dx=JAx73dx=—2X 2|r=2
X

o0 1 0

J

5

1 X 1
71
Berarti J. dx konvergen
| XA/ X
. S
Jadi deret z —>konvergen
1 n\/;
- 1
12. Selidiki konvergensi deret : z
~n-ln-n
. 1
Jawab: diambil fungsi , sehingga U =
x-In-x x-In-x

untuk x >5dan U, 20

| ! dx=jid(1nx)=1n.1nx
s x.Inx Inx

0

s = 00 —> divergen

0

Berarti I
s x.Inx

dx — divergen

13. Selidiki konvergensi deret : z (2+cosnm)"
T

Jawab: limir §/(2+ cosnz)" =limn2+cosn 7)= L

n—>»w0

Hasil limitnya berubah-ubah antara 1 dan 3, tidak mungkin £
<1, berarti deret divergen.
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14.

15.

16.
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9n

Selidiki konvergensi deret : z
1

n2
99 9 L
Jawab: limit {/— = limit = —=9>1 — jadi
n—»m n n—»0 9" 1
\ 2
n

divergen

2
-1
Selidiki konvergensi deret : an -(3’7 2)
n —

n—17Y n-1 1
Jawab: lim it 7|n” - = limit ¥n* - =1.=
n—e (311 + 2) n—o 3n+2 3

<1 — jadi konvergen.

W | =

Tentukan Deret MacLaurin dari f(z) = 1—; padazo=0

Jawab: Deret MacLaurin berarti pusatnya, zo = 0
Sebelumnya kita sudah mempunyai deret khusus 1,
yaitu:

1
fO =135 2,

n=0
Dari bentuk inilah kita menentukan Deret Maclaurin dari
1

14z
Perhatikan teknik berikut ini, pasti sangat berguna untuk

pengerjaan soal selanjutnya.




17.

1 1 -
1+z 1-(-2) =;(_Z)
= D@ = ) ona
n=0 n=0

Tampak bahwa dilakukan subtitusi z dalam deret khusus
1 menjadi (-z) sehingga diperoleh Deret Maclaurin
seperti di atas.

Tentukan Deret Maclaurin dari f'(z) = o

Kita harus menuliskan bentuk di atas ke dalam bentuk
deret khusus. Misalnya kita memilih bentuk berikut ini:

1
n n
2+4z 2142z Z( D" (22)

jadi, Z w - z (—1)m.2n1, gn
n=0 n=0

1) Diketahui f'(z) = sin (z), £ ( 0) = 0, tulis fungsi f(z)
dalam bentuk deret Maclaurin
Jawab:
S (2) =cos (z) f0)=1
@)= -sinE  f0)=0
S'(z) =-cos (z) S0)=1
1" @)= sin (2) 170 =0
f (z)= cos (z) f(0)=1 dan seterusnya

Jika disusun secara manual maka deret Maclaurin
untuk f(z) = sin (z)
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18.
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sin(z)=1(0) +
SO SO SO L SO SO0,

I 2 3 4 5!
sin(z)=0+
1z+gzz+_—1.z3 0 4+l_25 ..................
1 2 3! 4! !

3 ZS 0 ZZn+1

sin(z)=z- —+—++......... —> il B R

= | Z;‘( )(2n+1)

1

Tentukan deret Maclaurin dari f(z) = 1oz

Jawab:
Deret Maclaurin berarti pusatnya , zy = 0.
Sebelumnya kita sudah mempunyai deret khusus 1,

yaitu ()= ——= z

dari bentuk inilah kita menentukan Deret Maclaurin dari
perhatikan teknik berikut ini, pasti sangat berguna untuk
mengerjakan soal selanjutnya.

1 n
172 1()—Z<ﬂ—Z«D@»—z(n .........

n=0

Tampak bahwa dilakukan substitusi z dalam deret

khusus menjadi (-z) sehingga diperoleh Deret Maclaurin

seperti di atas. Selanjutnya tentukan Deret Maclaurin
. 1

dari f(z) T

Kita harus menuliskan bentuk diatas ke dalam bentuk

deret khusus, misalkan kita memilih bentuk berikut ini:
1 1 1

1 0
— 1 =153 (21)" (22)"
2+4z 2 1+2z 2 Z)( )" (22)




Jadi i% = i(—l)”Q”’l.z”

19. Tentukan Deret MacLaurin dan Deret Laurent dari

1
Z)=—-—"——
/@ (z-1D(z-2)
Penyelesaian:
1 1 1

f(2)=

c-DGE-2 G- (-2

Titik singular f(z) yaitu z=1 dan z=2.

Dibuat annulus 1 < | z| < 2, sehingga dapat diperoleh
Deret MacLaurin untuk |z|<1 dan deret Laurent
untuk 1< |z| <2 dan |z|>2.

a. Deret MacLaurin untuk | z | <1.

f(z) analitik untuk | z| <1, sehingga

R S R |
(z-1) (z-2) 1-z 2 1_7

2
S L N

n=0 n=0

f@)=-

b. Deret Laurent untuk 1 < | z| <2.

f(z) analitik untuk 1 < | z| <2.

1 1

TO= ey
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Z|<2

© 0
= _Z n+l >
n=0 2
Jadi,

f(z)= 1 1 1

=— +
(z-D(z=-2) (-1 (z2-2)

n

:_i 1+1_i22n+1 ’ 1<|Z|<2'
n=0

n=0 Zn

c. Deret Laurent untuk | z| >2.

f(z) analitik untuk | z| >2.

1 1
+ :
(z-1D) (z-2)

f(2)=-




1 1| 1 1|&(2Y 2
- __ =__ = , |—| <1
z=-2 z 1_%/ Z[;;(Zj } z
zZ
=Y ]
n=0 Z
SOAL-SOAL
1. Uraikan fungsi f (z) yang diberikan berikut ke dalam

deret pangkat di sekitar zy yang diberikan dan tentukan
jari — jari konvergensinya.

z
a) f(Z)_l_-l-ZZ’ZO_

-z ., -

b 1) =35 7 =0

—Z
C) f(Z) = E y Zo =dan Z =1
d) f(z)= i ; Zo =i danzy= 2
e) f(z)=e%;2=0
N f(z) =" 20=1

_1)2
9) flz) =Lz,
h) f(z) =(z—1)%e%2z,=1
Uraikan fungsi /" (z) yang diberikan berikut ke dalam

deret pangkat sekitar zy yang diberikan dan tentukan jari-
jari konvergensinya .

z

a. —;z,=0
1+z°7°
ZZ
b. 1z, =0
24z
1-z
c ;2o =0 dan zp =2
1+2z
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1

d —;z,=idanzy=2
z
e. €°;20=0
f. et 1 zZo =1
_ 2
g. (= 320 =1
z
h. (z-1)* .e*; z =1
) sin z
. ——z,=7x
(z—7)
) 1
]

—2,=0
(z—-10).(z+3)

-0Qo0 -
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