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PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE-3 DENGAN
METODE RUNGE-KUTTA ORDE-4

Suci Mayanti
NPM. 166410800
Skripsi Program Studi Pendidkan Matematika, FKIP Unievrsitas Islam Riau

Pembimbing Utama: Agus Dahlia, M.Si

ABSTRAK

Penggunaan metode numerik dalam menyelesaikan persoalan matematika sudah
semakin meluas salah satunya pada persamaan diferensial. Persamaan diferensial orde
tinggi biasanya dapat diselesaikan dengan metode numerik seperti persamaan diferensial
orde-3. Penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan persamaan diferenisial orde-3 dengan
metode Runge-Kutta orde-4. Metode penelitian ini adalah metode kepustakaan. Penelitian
ini dimulai dari Februari 2020 hingga Agustus 2020. Langkah pertama untuk
menyelesaikan persamaan diferensial orde-3 dengan metode Runge-Kutta orde-4
ditentukan dengan mereduksi persamaan diferensial orde-3 menjadi sistem persamaan
diferensial orde-1. Kemudian ditentukan nilai eksak sistem persamaan diferensial. Pada
langkah ketiga yatiu menentukan solusi numerik dengan metode Runge-Kutta orde-4
dengan ukuran langkah atau interval (h) yang berbeda-beda. Di akhir penyelesaian,
ditentukan galat (error) pada tiap interval yang berbeda. Dari hasil penelitian diperoleh
perhitungan diperoleh solusi numerik mendekati nilai eksak ketika ukuran atau interval

cukup kecil.

Kata kunci: Persamaan diferensial orde-3, metode Runge-Kutta orde-4, galat.



Solving Third Order Differential Equations Using Fourth Order Runge-Kutta
Method

Suci Mayanti
NPM. 166410800

Final Project, Mathematic Departement, Faculty of Teaching and Education, Islamic

University of Riau

Advisor: Agus Dahlia, M.Si

ABSTRACT

Using of numerical methods for solving mathematical problem has expanded. One
of them is to solve differential equations. Higher order differential equations usually attain
solve by numerical methods as third order differential equations. This Research aims to
solving 3" order differential equations using 4™ order Runge-Kutta method. The method of
this research is library research. This research start from February 2020 until August 2020.
First step to solve 3™ order differential equations using 4™ order Runge-Kutta method is
determined by reduction third order differential equations into third first order system of
differential equations. Then determine exact solutions third first order differential
equations. In the third steps determine numerical solution of third order differential
equations by Fourth Runge - Kutta method at variant step size. In the final completion
determine error at each step size. The result of this research is numerical solutions close to

exact solution when step size very small.

Keywords: Third order differential equations, Fourth order differential equations.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Persamaan diferensial yang merupakan bagian dari matematika telah
banyak digunakan dalam bidang fisika, biologi, kimia, teknik, bisnis dan
bidang lainnya. Persamaan differensial adalah persamaan yang terdiri dari
variabel tak bebas dan turunannya terhadap variabel bebas (Nugroho, 2011:
1).

Menurut sejarawan matematika, studi mengenai persamaan
diferensial dimulai oleh Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1746) pada
tahun 1645 dimana ia menuliskan persamaan integral x. Lalu Issac Newton
(1642-1727) mengklasifikasi persamaan diferensial orde pertama dalam

tiga bentuk:
dy "\
W =f@)
dy _
u LAY,
3) x—+ B &

Bentuk pertama dan kedua yaitu turunan biasa pada satu variabel atau
lebih dengan bergantung pada variabel tunggal yang bebas. Bentuk ini
sekarang dikenal dengan persamaan diferensial biasa. Bentuk ketiga adalah
bentuk turunan parsial dengan satu variabel tak bebas. Saat ini bentuk ketiga
dikenal dengan persamaan diferensial parsial (Sasser, 2005: 2 — 3).

Persamaan diferensial dapat diselesaikan dengan berbagai metode
tergantung orde persamaan differensial dan bentuk persamaan differensial.
Salah satu metode yang sering digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial adalah metode Runge-Kutta.

Kelebihan metode Runge-Kutta yaitu tidak memerlukan turunan

dalam perhitungannya (Chapra & Canele, 2015: 729), selain itu mudah

1



1.2.

diprogram di dalam komputer (Atkinson dkk, 2009: 70) sehingga
menghasilkan ketelitian yang mendekati akurat serta itu metode ini paling
efisien dalam menyelesaikan persamaan linier biasa orde tinggi (Blenchard
dkk, 2011: 663).

Penelitian mengenai penyelesaian persamaan diferensial dengan
metode Runge-Kutta telah banyak dilakukan seperti Palanisamy (2017)
menyelesaikan persamaan diferensial orde satu dengan metode Runge-
Kutta orde-4. Islam (2015) menyelesaikan persamaan diferensial orde satu
dengan metode Runge-Kutta orde-4. Anidu (2015) menyelesaikan
persamaan diferensial orde satu dan orde dua dengan metode Runge-Kutta
orde-4 berbantu aplikasi Java. Hussain, dkk (2015) menyelesaikan
persamaan diferensial orde-3 dengan metode Pengembangan Runge-Kutta
Orde-4. Mechee, dkk (2013) menyelesaikan persamaan diferensial orde-3
dengan metode Runge-Kutta Orde-5 untuk diaplikasikan pada masalah
aliran film tipis. Mechee, dkk (2014) menyelesaikan persamaan diferensial
biasa dan parsial menggunakan metode Runge-Kutta Orde-3 dengan
integrator langsung. Oleh karena itu, perlu dilakukan pendalaman lebih
lanjut untuk menyelesaian persamaan diferensial orde yang lebih tinggi dan
dianalisis  keefektifannya.  Sehingga menambah referensi  untuk
menyelesaikan persamaan diferensial orde-3 menggunakan metode Runge-
Kutta orde-4. Oleh karena itu peneliti tertarik untuk membahas
“Penyelesaian Persamaan linear Orde Tiga dengan Metode Runge-Kutta

Orde Empat”.

Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah dari penelitian ini adalah bagaimana
penyelesaian persamaan differensial orde tiga dengan metode Runge-Kutta

orde empat?



1.3. Batasan Masalah
Batasan masalah pada penelitian ini adalah:

a. Persamaan diferensial yang akan diselesaikan adalah persamaan
diferensial linier homogen.

b. Orde persamaan diferensial linier yang dipilih adalah persamaan
diferensial orde-3.

c. Metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
linier orde tiga hanya menggunakan metode Runge-Kutta Orde-4.

1.4. Tujuan Penelitian dan Manfaat penelitian
a) Tujuan Penelitian
a. Menyelesaikan persamaan differensial orde tiga dengan
metode Runge-Kutta orde-4.
b. Melihat apakah metode Runge-kutta Orde-4 dapat
digunakan untuk persamaan diferensial orde-3.
b) Manfaat Penelitian
a. Bagi penulis untuk meningkatkan wawasan dalam
menyelesaikan persamaan differensial dengan metode
numerik, khususnya metode Runge-Kutta orde-4.
b. Bagi pembaca sebagai referensi dalam perkembangan
penelitian selanjutnya.
c. Bagi FKIP Pendidikan Matematika UIR sebagai sumber

pustaka yang berguna bagi mahasiswa.



BAB 2

KAJIAN TEORI

2.1. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial (PD) adalah suatu persamaan yang berkaitan
dengan nilai fungsi pada nilai turunannya. Persamaan diferensial terdiri dari
persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan
diferensial biasa untuk fungsi tunggal dan persamaan diferensial parsial
untuk fungsi beberapa variabel (Chasnov, 2019: 13).

Orde persamaan diferensial adalah orde (tingkat) turunan tertinggi
yang ada dalam suatu persamaan. Jika turunan yang tertinggi adalah turunan
pertama maka disebut persamaan diferensial orde pertama (Lebl, 2019: 18).
Jika turunannya tertingginya adalah turunan kedua disebut persamaan
diferensial orde kedua dan berlaku juga penyebutan orde selanjutnya untuk
turunan yang lebih tinggi. Orde persamaan diferensial terdiri dari persamaan
diferensial orde satu orde dua dan orde tinggi yang mana pada penelitian ini
lebih difokuskan pada persamaan diferensial orde tiga.

Hal ini juga sejalan dengan pendapat Gautschi (2012: 329) dimana:
1) d =1,y = f(x,y), persamaan diferensial tunggal orde
pertama
2) d>1,u® = g(x,uu,..,u"D), persamaan diferensial
tunggal orde ke-d. u diambil dari u®(a) =u®,, i=
0,1,2,..,d—-1

Bentuk persamaan diferensial adalah:

2=y [1]

dx



2.2.

2.3.

Dimana A adalah konstanta dan nilai y bergantung kepada x.
Persamaan ini melibatkan fungsi y dan %. Solusi umum dari persamaan [1]

adalah:

y(x) = Ce™ [2]

Konstanta C adalah nilai yang dapat ditentukan jika kita masukkan
nilai awal atau nilai batas maka akan diberikan solusi khusus dari persamaan
y(x,) pada x, (Tracy, 2017: 3).

Suatu persamaan diferensial akan mempunyai solusi umum jika tidak
diberi masalah nilai awal atau masalah syarat batas dan suatu persamaan
diferensial akan mempunyai solusi khusus jika diberikan masalah nilai awal

dan masalah syarat batas (Kartono, 2012: 7)

Persamaan Diferensial Orde Tiga
Menurut Olabode (2016: 136) bentuk persamaan diferensial Orde tiga
secara umum adalah:
y" =Fxyy,y") y(@) =yo, y'(@=ny y"(a)=n1 [3]
Menurut Varela dkk (2019: 4) persamaan diferensial linear orde tiga

didefinisikan sebagai:
d3 d? d
L=ro(x)ﬁ+r1(x)ﬁ+rz(x)a+r3(x), a<x<bhb [4]

Dimana ry(x) > 0 pada interval terbuka (a, b) dan r; (x), ,(x), r5(x)

adalah fungsi kontinu pada interval tertutup [a, b].

Persamaan diferensial Linear Homogen Orde Tiga

Suatu persamaan diferensial disebut linear jika tidak ada perkalian
variabel tak bebas (y) dengan turunannya. Dapat pula dikatakan bahwa
semua koefisiennya adalah kumpulan fungsi dari variabel bebas. Suatu
persamaan diferensial disebut nonlinear jika terdapat perkalian variabel tak

bebas (y) dengan turunannya (Nugroho, 2011: 3).



2.4,

Contoh
y" +4xy'+ 2y = cos (x) (P.Diferensial linear dalam y)
y" +4yy' + 2y = cos (x) (P.Diferensial nonlinear karena terdapat yy’)

Bentuk umum persamaan diferensial biasa linier adalah:

dx

St a2+ a,(Ox = fO)  [5]

an(8) G + Gia (O
Dimana f(t) adalah fungsi penentu homogen. Jika nilai f(t) =0
maka disebut persamaan diferensial biasa linier homogen dan jika f(t) # 0
maka disebut persamaan diferensial biasa linier nonhomogen (Sundari,
2019: 4-5). Bentuk persamaan diferensial linear homogen orde-3 adalah saat
nilain = 3 pada persamaan [5]. Jika persamaan diferensial biasa berbentuk
selain dari persamaan [5] maka disebut juga persamaan diferensial nonlinier

(Marwan & Munzir, 2009: 7).

Sistem Persamaan Diferensial Orde Satu

Suatu persamaan dengan bentuk:
A (O)x' + Ag(®)x = By(t), tel [6]

Dimana A, (t), Ao(t) kontinu pada fungsi matriks n X n dan B,(t)
fungsi nilai vektor yang kontinu maka persamaan di atas disebut sistem
persamaan diferensial. I adalah interval real dan A,, A, dan B, bisa
berbentuk bilangan real ataupun kompleks. Jika B, = 0 maka disebut juga
sistem persamaan diferensial homogen dan jika B, # 0 maka disebut juga
sistem persamaan diferensial nonhomogen (Coddington & Carlson, 1997:
25).

Untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial langkah pertama
yang perlu dilakukan adalah mengubah A; menjadi matriks A. Lalu dicari

solusi non trivial dengan cara:

det(A—AD) =0 [7]



2.5.

Jika A adalah nilai eigen dari A maka nilai vector eigen v dapat
ditentukan dengan

a—2A b c Uy
d e—A f ] [Vz] =0 (Chasnov, 2019: 78)
g h i —Allvs

Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta ditemukan oleh C. Runge dan M.W Kutta pada
tahun 1900-an. C. Runge mengembangkan metode ini dengan metode Euler
yang mana formulanya menghasilkan ketelitian yang tinggi. Penelitian
Runge Kemudian dikembangkan oleh Heun (1900) dan Kutta (1901). Lalu
metode ini menjadi peran utama dalam metode iterasi untuk menyelesaikan

persamaan diferensial biasa (Chauhan & Srivastava, 2019: 375-376).

Definisi 1
Metode Runge-Kutta didapat dari modifikasi Deret Taylor dan bentuk
formula ini tidak memerlukan turunan dalam langkah pengerjaannya.
Melalui metode ini akan didapatkan solusi yang signifikan akurat.
Metode Runge-Kutta dapat digeneralisasi dari metode Euler sehingga
Yier = Yi + ¢(x, ¥, A [8]
Dengan ¢(x;,y;, h)h disebut juga fungsi tambahan atau disebut juga
gradien pada interval. Fungsi tambahan dapat juga ditulis dengan
¢ =a.ky +ak; +---+ayk, [9]
Dimana a adalah konstanta dan k adalah
ki = f(xn,y)

k, = f(x; + p1h,yi + q11k1h)

ks = f(x; + p2h, yi + qa1koh + qa2k,h)



ky = f(xl + Pn—1hyi + Quor1kih + qnoq2ky + - +

CIn—1,n—1kn—1h) [10]
Dimana p dan q adalah konstanta. Perlu diingat bahwa k adalah
hubungan perulangan seperti k; muncul di k, yang juga muncul di k5 dan
selanjutnya. Karena k adalah fungsi evaluasi, perulangan ini membuat

metode Runge-Kutta efisien untuk mencari solusi persamaan diferensial.

Metode Runge-Kutta orde pertama diistilahkan dengan fungsi
tambahan dalam n = 1, Metode Runge-Kutta orde-2 diistilahkan dengan
fungsi tambahan dalam n = 2 dan begitu pula untuk orde selanjutnya
(Chapra & Canale, 2015: 729-730).

Definisi 2
2.5.1. Metode Runge-Kutta Orde Satu
Metode Runge-Kutta Orde Satu sama dengan metode Euler

(Chapra & Canele, 2015: 730). Metode Euler mempunyai formula:

Yitr = Yi+f(x,¥:)h

Dimana f(x;,y;) adalah persamaan diferensial yang dievaluasi
pada x; dan y (Chapra & Canele, 2015:710).

Definsi 3

2.5.2. Metode Runge-Kutta Orde Dua

Metode Runge-Kutta Orde Dua mempunyai formula:
Vir1 = ¥i + (aik; + azky)h

Dimana



kl = f(xi'yi)
k, = f(x; + p1h,y;i + q11k1h)

Dengan menggunakan deret Taylor maka didapat a4, a,, p;
dan g, didapat tiga persamaan dengan empat konstanta yang tidak
diketahuli, yaitu:
a1 + az == 1

1

ap, = 2

Ayq11 = % (Chapra & Canele, 2015: 730).

Definisi 4
2.5.3. Metode Runge-Kutta Orde Tiga
Metode Runge-Kutta Orde Tiga menggunakan penurunan
seperti pada metode Runge-Kutta Orde Dua. Hasil dari penurunan

adalah enam persamaan dengan delapan konstanta yang tidak

diketahui. Formulanya yaitu:

1
Yisr = Yi + g(k1 + 4k, + k3)h

Dimana
k= f(xi'Yi)

1 1
kz =f<xl- +Eh,yi +Eh>

ks = f(x; + b y; — kyh + 2k,h)

Perlu diketahui bahwa turunan adalah fungsi pada x, reduksi
orde-3 ini berasal dari aturan Simpson 1/3 (Chapra & Canele, 2015:
734 — 735).



Definisi 5
2.5.4. Metode Runge-Kutta Orde-4
Metode ini juga disebut metode Runge-Kutta Orde-4

Klasikal. Metode ini didapatkan dengan mencari empat kemiringan
garis yang didapat dari fungsi f(x;y;) persamaan diferensial.
Gradien masing masing diberi nama k4, k,, k3, dan k, (Chapra &
Canale, 2015: 735-736). Formula yang dipakai adalah:

k1+2ky+2k3 +k4) h

Yier =Y t ( z [11]

(Blanchard, 2012:656-657)
Untuk mendapatkan nilai k4, k,, k5, k, adalah:

ky = f(xi, 1)

1 1
£, =f(xl- +5hy, +§k1h)

1 1
e 2% (xl- +5hy, +§k2h)

k4 = f(xl' + h, Vi ar kgh,) [12]

Metode ini hanya dapat digunakan untuk persamaan
diferensial orde-1 dan jika metode ini digunakan untuk persamaan
diferensial orde yang lebih tinggi maka persamaan diferensial

haruslah direduksi menjadi sistem persamaan diferensial orde-1.
Metode ini juga hampir sama dengan aturan Simpson % dan hampir

sama dengan Metode Heun dalam estimasi jarak seperti menentukan
rata-rata gradient (Chapra & Canale, 2015: 736).

Teorema 1

Secara umum fungsi tambahan metode Runge-Kutta adalah:
D = hi—l{zl;-ilﬁj(i)l:j(i)} [13]
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Dimana 3, adalah fungsi parameter RK a;;, b; dan c; dan

jo
diasumsikan bahwa jumlah baris kondisi dibawah telah terpenuhi
¢ =Xl ay; i =234. [14]
Galat pemotongan lokal dalam bentuk persamaan dasar dan
parameter b;, b, dan c, metode RK adalah:
t,1 = h(® — A)

turs = h{[(by +by) — URD + 1% + [bye, — 1| @ +

1 1 1
B3 |(Gbocr? = 2) O =211, + 0(h") [15]
Secara umum galat pemotongan lokal adalah:
= - a® ,
thyr = h' {Z <,Bj(l) - ]—') Fj(l)}
= L
tarr = R{ER, 7,OFC) [16]

Dimana ;@ = ;0 —-L— i = 1,2,..;j = 1,2,..; n,

Simbol 7;® disebut koefisien galat. Bandingkan persamaan

[16] dan [13] maka akan didapat delapan koefisien galat metode
Runge-Kutta orde-4 yaitu:

M= b —1 [17]
o QST i — [18]
u® =% bic? =< [19]
7, = ¥ biajjc —% [20]
u® = Tibic’ — o [21]
7, = ¥ bicia;jc —% [22]
7, = %Zi biaijci2 - i [23]
7, =3, b;a;jajc, — i [24]

11



(Dormand, 2018: 36-39)

2.6. Tabel Butcher
Metode Runge-kutta dapat direpresentasikan dengan table partisi
dalam bentuk:
cl| A
bT
Dimana ¢ adalah vector posisi pada tiap langkah, matriks A adalah
tahap yang bergantung pada turunan yang ditemukan pada langkah lainnya
dan bT adalah bobot vektor quadratur menunjukkan hasil akhir yang
bergantung pada turunan yang dihitung pada tiap langkah. Pada metode
eksplisit, komponen segitiga atas A dikosongkan, karena ia bernilai nol
(Butcher, 2008: 94).

Definisi 6
2.7. Stabilitas Metode Runge-Kutta
Misalkan ¥ = (ky, k,, ks,...k,) dan 1 = (1,1, ... 1)T maka
Y =1y, + hAAY = 1y, + zAY
Disusun kembali untuk menghasilkan
Y = (1-2zA)"11y,
Substitusi ke dalam persamaan y,,
Y1 = Yo + hAAY =y, + zbT (1 — zA) 11y,
Jadi persamaan R(z) adalah
R(z) = yq +zbT (1 — zA) 11y,
Gunakan persamaan matriks deret geometri (1 — 7)™ = }7_, T* maka:
R(z) =1+ zb"(1+zA+ z?A* + 2343 + --)1
Untuk metode eksplisit kita gunakan kondisi orde sebagai berikut:
bTA*1 = pTAk"1c [25]
Maka
R(z) =1+ zb"1 + z2bTA% + z3bTAc + z*bTA%c + -+ [26]
12



Bandingkan pada ekspansi deret Eksponen
exp(z) = pop._1+Z+ L2 41 Z+ z +- [27]

Orde pada metode adalah nilai tertinggi pada p (Butcher, 2008: 101-102).

2.8. Reduksi Orde
Persamaan linear orde tinggi berbentuk:

b,—+b =4+ by (D% + by()x = g(t) [28]

n dtn n-1 dtn gen-1
XU ) Y = tTAS 18 =100, 1 [29]
Dimana b, (t) # 0 dapat direduksi ke system matriks orde pertama
x(t) = A(O)x(@) + f (1)
i) S [30]
Dimana A(t), f(t) dan ¢ adalah nilai awal yang telah diketahui. Metode
reduksi adalah sebagai berikut:

1. Tulis persamaan [28] sehingga dn—ff berada pada ruas Kiri. Sehingga:

dn

—% = On- 1(t) Z4 e+ a (D)% +ag(t)x + £(8) [31]
s _ W \ 9@
Dimana a;(t) = ~e, (j=0,1,..,n—1)dan f(¢t) = ™G

2. Definisi n variabel baru (bilangan yang sama sebagai orde persamaan

diferensial asli): x; (), x,(t), ..., x, (t) dengan persamaan:

dx(t) d?x(t)
KMt N (6 Sab)= xt o) = d}ZZ -

d™1x(t)

X, (VG . [32]
Variabel baru ini saling berhubungan dengan persamaan:
x1(t) = x,(t)
%, (t) = x3(t)
x3(t) = x,(¢) [33]

Xn-1(t) = x5, (t)

13



3. Nyatakan ‘%" dalam bentuk variabel baru. Diproses dalam diferensiasi

pertama persamaan terakhir untuk mendapatkan

. _ afa"'x@®)] _ d™x®)
in(t) = dt[ dgn-1 ] gt [34]

Lalu dari persamaan [31] dan [32] menjadi

WX
e g

= Ay (O)x, (&) + - + a; (O x,(t) + ao(D)x, () + f(E)

Untuk mudahnya Kita tulis kembali persamaan terakhir ini sehingga

P 1 T ) + -+ a; (©O)x(0) + ag(Dx(0) + £ (1)

x1(t) muncul sebelum x, (t) dan seterusnya sehingga:

Xn (t) = ag(t)x1(t) + ar (O)x2(t) + =+ + an_1 ()x,(t) + f(t) [35]
4. Persamaan [33] dan [35] adalah sistem persamaan diferensial linier

orde-1 dalam bentuk x,(t), x,(t), ... ,x,(t). Sistem ini ekuivalen ke

persamaan matriks tunggal x(t) = A(®)x(t) + f(t) jika Kita

definisikan
X1 ()]
(@) = [2® [36]
Xn (1)
0
x@=| 9 [37]
®)]
[ 0 1 0 0 07
0 0 T 0 0
A = ) & s 1 0
0o 0 o0 0 .1
Lag(t) a.(t) ax(t) as(t) e ay ()

Co
€1
c=| [38]
LnJ

14



2.9.

Maka kondisi awal [28] dapat diberikan dengan persamaan matriks
(vektor) x(t,) = c. Persamaan terakhir ini adalah hasil dari persamaan [36],
[37] dan [30] karena

x1(to) 9.C(t0) Co
x(ty) = x(8) = "2?0)‘:[ *(t) %lﬂ [39]
Cn-1

xn(t)] LD (zp)

Jika tidak ada persamaan nilai awal yang diketahui maka langkah 1- 4
dengan sendirinya mereduksi setiap persamaan linier persamaan [28] ke
persamaan matriks x(t) = A(t)x(t) + f(t) (Bronson & Costa, G.B, 2006:
149 - 150).

Galat (Error)

Penyelesaian secara numerik akan memberikan solusi perkiraan yang
mendekati nilai sebenarnya dengan cara analitik. Seberapa dekat nilai
hampiran dengan solusi sebenarnya ini dihitung dengan galat atau seberapa
besar kesalahan yang didapat dari selisih nilai hampiran dengan nilai eksak.
Secara umum galat terbagi dua yaitu galat pemotongan (Truncation error)
dan galat pembulatan (Round-off error). Galat pemotongan yaitu solusi
numerik digunakan untuk merepresentasikan dari nilai eksak (Chapra &
Canale, 2015: 59).

Galat pemotongan terdiri dari galat pemotongan lokal yaitu galat yang
terjadi pada langkah pertama perhitungan. Kesalahan yang terjadi akan terus
salah pada langkah atau iterasi selanjutnya yang disebut juga galat
pemotongan total (total-global truncation error) (Yulistianto, 2015: 271).
Galat pembulatan (Round-off error) yaitu angka yang didapat mempunyai
signifikan terbatas untuk merepresentasikan nilai eksak (Chapra & Canale,
2015: 59).

Untuk mencari galat secara umum dapat diformulasikan sebagai
berikut:

E, = |nilai sebenarnya — nilai aproksimasi [40]

15



2.10.

Penggunaan t pada formula di atas mewakili galat yang benar (true).
Dalam menghitung nilai yang akan dievaluasi bisa juga dengan
menorrmalkan dari nilai sebenarnya dengan

error sebenarnya

Galat relatif dalam pecahan = nilai sebenarnya

Nilai galat relative bisa juga dinyatakan dalam persentase dengan

mengalikan galat arelative dengan 100%

error sebenarnya

Galat relatif = X 100% [41]

nilai sebenarnya
Dalam lain kasus galat juga dapat diperikirakaan dari perbedaan
aproksimasi sebelum dengan aproksimasi yang baru didapat dengan formula

aproksimasi terbaru—aproksimasi sebelum

Galat relatif = X 100%

aproksimasi terbaru

(Chapra & Canale, 2015: 59-60)

Penelitian yang Relevan

Berdasarkan kajian pustaka yang dilakukan peneliti mengenai metode
Runge kutta untuk menyelesaikan persamaan diferensial penelitian yang
relevan dengan penelitian ini adalah:

a. Sagita Charolina Sihombing dan Agus Dahlia (2018) menyimpulkan
bahwa untuk persamaan linier orde-1 dan orde-2 solusi metode
Runge-Kutta orde-5 Fehlberger dengan metode Runge-Kutta orde-5
Butcher memberikan solusi yang sama dengan nilai galat yang
relative kecil.

b. Athara Abdulsalam, Norazak Senu dan Zanariah Abdul Majid
(2019) menyimpulkan bahwa persamaan diferensial biasa orde-3
dengan dua masalah syarat batas dengan kondisi batas tipe I dan tipe
Il dapat diselesaikan menggunakan secara langsung dengan metode
Runge-Kutta melalui teknik shooting (penembakan) dan metode
baru ini bekerja dengan baik.

c. M. Mechee, N. Senu F, Ismail B, Nikouravan dan Z. Siri (2014) yang

mana menyimpulkan metode Runge-Kutta orde tiga dapat

16



digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial secara
langsung untuk persamaan diferensial spesial orde tiga. Solusi
numerik menunjukkan bahwa metode ini dikenal baik daripada

metode lain dalam literatur dan memerlukan sedikit evaluasi.

17



BAB 3

METODE PENELITIAN

3.1. Jenis Penelitian
Jenis penelitian ini adalah kajian pustaka. Penelitian pustaka
merupakan bagian dari penelitian kualitatif. Menurut Hamzah (2019: 25)
penelitian pustaka adalah jenis penelitian yang datanya dieksplorasi dari
buku dan jurnal yang ada di pustaka untuk dikaji dan dianalisis berdasarkan

teori tertentu yang melandasinya untuk mencapai tujuan penelitian.

3.2. Waktu Penelitian
Penelitian ini dimulai pada bulan Februari 2020 hingga Agustus 2020.

3.3. Data atau Sumber data
Data yang diperoleh dalam penelitian ini terbagi dua, yaitu:
a. Data primer yaitu data yang langsung didapatkan peneliti dari hasil
penelitian seperti jurnal yang relevan dengan penelitian, skripsi, tesis.
b. Data sekunder yaitu data yang didapatkan peneliti melalui sumber

yang menuliskan data primer seperti buku.

3.4. Prosedur Penelitian
Adapun langkah-langkah peneliti untuk menyelesaikan persamaan
diferensial ini adalah:
1) Reduksi persamaan diferensial orde-3 ke sistem persamaan
diferenisal orde-1
2) Carinilai kq, k,, k5 dan k, dari persamaan diferensial orde-3.

3) Substitusi koefisien k dalam formula umum metode Runge-Kutta
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4) Selesaikan persamaan diferensial tersebut dengan metode Runge-

Kutta dengan nilai ukuran langkah atau interval yang berbeda-
beda.
5) Bandingkan galat pada setiap ukuran langkah.
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BAB 4

PEMBAHASAN

4.1. Metode Runge-Kutta Orde-4
Dalam bab ini akan diuraikan penurunan solusi untuk persamaan
diferensial orde-3 dengan menggunakan metode Runge-Kutta Orde-4.
Dari kajian teori bentuk persamaan diferensial Orde tiga dalam
persamaan [3] adalah:
y"=Fxyy,y") y(@ =y, y'(@ =m0 y"(a)=m
Olabode (2016: 136)
Berdasarkan definsi 1 bentuk umum metode Runge-Kutta adalah
Yisr =Yi+ o, ¥, WA [42]
Dengan ¢(x;,y;, h)h disebut juga fungsi tambahan atau disebut juga
gradien pada interval (Blenchard, 2011: 656). Fungsi tambahan dapat juga
ditulis dengan
¢ = bk, + bk, +--- + bk, [43]
Dimana a adalah konstanta dan k adalah
ki = fOy)
ko = f(xi + prhyi + quik.h)
ks = f(xi + P2,y + qaikoh + qaoky h)

ky = f(xi + Ppo1h Vi + Guogakih + Qg ok + -
+ qn—l,n—lkn—lh)
(Chapra & Canale, 2015: 729-730)

Berdasarkan definsi 5 formula Runge-Kutta Orde-4 adalah:

k1+2k2+2k3+k4) h
6

Yiv1 = Yi + ( [44]

(Blenchard, 2011: 657)
Dengan nilai k4, k,, k3, dan k, adalah:
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ki = f(xuy1)

k, = f(x; + c;h, y; + ay1k h)

ks = f(x; + c3h, y; + (az ky + asyk,)h)

ky = f(x; + cyh, y; + (ag1ky + as1k, + ayzks)h)

e k3
iy
v oy |
Aty ] ) )+
= T ‘b 1
#‘_\ —
I — K I
| ==l I
| » s f
| ! \%\
| l i
I ! I
I h 1
| | 1
i Xiv1/2 Xis1 :

[45]
[46]
[47]
[48]

Gambar 1. Grafik Estimasi Kemiringan Metode Runge-Kutta

Orde-4

Formula Runge-Kutta didapat dari empat gradient k,, k., k5 dan k,.

dengan funsgi f(x;,y;) yang telah diketahui yang berbentuk persamaan

diferensial.

Gradien k, dihitung dengan metode Euler yaitu:
ki = f(xi¥0)

Gradien k, dihitung dengan menghubungkan pada gradient

sebelumnya yaitu k, yang berhubungan dengan titik x; dan x, 1
2

~ By
> Ax
_JYi+1 — Vi
-1

7h

Ky

1

Ehkl =Yi+1 — Vi

1
Yis1 = Yi + Ehkl

Gunakan fungsi f (x;, y;) untuk menentukan gradien k, adalah
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1 1
ko= f(xi +5hy; + 5 hky)
2 2
Gradien k3 juga menggunakan langkah yang sama seperti gradien k,

_ by

~ Ax
_Yi+2 — i
- 1

fh

ka

ka

1
5 hkz = Yira = Vi
1
Yitz = Vi +5 bk,
Gunakan fungsi f(x;, y;) untuk menentukan gradien k5 adalah
1 1
ks = f(xi+5hy +5 hicy)

Gradien k, dihitung dengan menghubungkan pada gradient k5 yaitu
k, yang berhubungan dengan titik x; dan x;,,

_ Ay
37 Ay
Yi+z — Vi
foo =222 7%
i h
hks =Yiy3 —yi

Yit1 =Yi + hks
Jadi gradien k, adalah
ke = f(xi +hy; + hks)
Jadi nilai k4, k,, k5, dan k, adalah:

ki = f(xuyi) [49]
ky = f (2 +2hy; +3keh) [50]
ks = f (xi + 3 hyi + S kzh) [51]
ks = fOx; + b y; + ksh) [52]

Untuk mendapatkan nilai ¢;, a;; gunakan koefisien orde 4 menurut

Dormand (2018 : 38 — 39) yang merupakan teorema 1 yang didapat dari

perluasan deret Taylor orde-4 untuk dua variabel.
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W =%b—1 [53]

7,P =Y, b —% [54]
11(3) = %Zi b;c;? _% [55]
7,0 = 2ij biagjc; _% [56]
1 1
uW=2¥bie® - [57]
Y= S DidlRe; _% [58]
T (4) =12_,b.a..c.2 —i [59]
3 2 &y Ty L 24
1
7, = Y bajjac, — 22 [60]
Sehingga diperluas menjadi
by + by + b3 + b, =1 [61]
b2C2+b3C3+b4c4 =% [62]
szzz + b3C32 + b4c42 = § [63]
b3a32C2 SF b4_a4.2C2 + b4a43c3 = % [64]
b2C23 + b3C33 =5 b4_C4_3 > i [65]

1
bsczazyc, + bycyay,cy + bychagzcs = Py [66]
b3a32C22 + b4a42C22 + b4a43C32 = % [67]

1
byaszaz,c, = — [68]

24

Kita gunakan asumsi simplifikasi oleh Butcher agar menghasilkan

kondisi orde yang tepat sehingga:

Zf=1 bi al'j = bl(l — C]) ] = 2,3,4 [69]
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Dari persamaan [67] di atas kita peroleh
bsas, + byas, = by (1 —cy)
bya,; = b;(1 —c3)
by(1—cy) =0 [70]

Saat j = 4 dari persamaan di atas ¢, = 1 dan b, # 0 untuk metode
empat langkah. Substitusi persamaan [59], [60] dan [62] untuk
menyelesaikan b,, b; dan b, sehingga persamaan [59], [60] dan [62]

menjadi:
b,c, + bsc; + b, = i [71]
byca? + bycs® + by = - [72]
byCs® +bacs® + by = - [73]

Selanjutnya digunakan aturan Cramer untuk menyelesaikan
persamaan [59], [60] dan [62] langkah pertama tentukan determinan dari

koefisien matriks

c, ¢3 1
D& CZZ C32 1| = —C2C3(C2 — 1)(C2 o C3)(C3 e 1)
3 2
C.f BCT l

Untuk mendapatkan nilai b,

1

E C3 1

1 —c3(c3 —1)(2¢3 — 1)
Dbz = § C32 1 = 12

1

Z C32 1
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—c3(c3 —1)(2¢5— 1)

b = Dy, 12 B 1—2cq
? D —Ca03(c; — 1)(c —c3)(c3 — 1) 12¢,(1 —cz)(c5 —¢3)
263 - 1

- 12¢5(c2 = 1)(c3 — ¢2)

Selajutnya untuk mendapatkan nilai b3

i il
“\; ( )( )
1 CZ CZ - 1 2C2 = 1
Db3 = C22 § 1 = 12
1
g
c, 7
Ca(c; —1)(2c; — 1)
b, B % 4 12 ~ 1T 2c,
’ D —Cy03(c; — 1)(c — ¢3)(c3 — 1) 12¢3(1 — ¢3)(c5 — ¢3)

_ 2C2 5 1
12¢3(c3 — 1)(c5 — ¢2)

Selanjutnya untuk mendapatkan nilai b,

1
Gl (3 2
1 C2C3(C2 T C3)(3 —— 4‘C2 i 4C3 + 6C2C3)
D, =|c,2 .2 =|=-
4 2 3 3 12
1
C23 C32 Z

cC3(c, — €3)(3 —4cy — 4cs + 6c,5¢3)
Dy, _~ 12
D —c, 0385 D) (6 Sy 6™ 1)

_ 6cyc3—4(c;+¢3) +3

IR VICESICEE)

Dari persamaan [50] dan [51] didapat nilai ¢, = ¢35 = % yang mana
menurut Kutta termasuk pengecualian kasus V. Sehingga pengecualian pada

kasus V menjadi

0
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1 1
2 2
1 1 1 1
2 2 6bg 6bs
1 O 1 - 3b3 3b3
1 2
s 3 b bs
L - 1 1 i
aszq - =5 =
B 0D 2 p s
3
1 & 1 h 1
“N diay  19'E
Ay = 0
1
a42=1_3b3=1_3(§>=0
1
a43 = 3b3 == 3 <§> = 1
Sehingga table Buthernya menjadi
0
1 1
2 2
1 0 1
2 2
1 0 0 1
1 = L 1
6 3 3 6
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4.2. Stabilitas Metode Runge-Kutta Orde-4
Dengan mengguanakan Matlab akan dilihat kestabilan metode Runge-
Kutta orde-4 menggunakan formula pada definisi 6 sehingga didapat:

Gambar 2. Kurva daerah stabil metode Runge-Kutta orde-4

Dimana sumbu-x adalah daerah real, sumbu-y adalah daerah
imajiner dan sumbu-z adalah daerah stabil kompleks dari formula Runge-
Kutta orde-4.

4.3. Contoh Numerik
Pada contoh numerik ini akan diselesaikan dua persamaan diferensial
orde-3 dengan masalah nilai awal dengan menggunakan metode Runge-
Kutta orde-4. Solusi numerik yang didapat akan dibandingkan dengan solusi
eksak yang mana disebut juga galat pada tiap langkah.
1) y"+y=0
y(0)=1 y»'(0)=-1 y"(0)=1 0<x<1
Solusi Eksak y(x) = e™* dengan h = 0,1
2) y"+5y"+7y"+3y=0
y(0)=1 y'(0)=0 y"(0)=-1 0<x<1
Solusi Eksak y(x) = e ™ + xe™™
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Solusi soal no 1

y'"+y=0

y(0)=1 y'(0)=-1 y"(0)=1
Solusi Eksak y(x) = e~ dengan h = 0,1

y'=-y langkah 1
Yay— v/

Y2 =Y langkah 2
y3=Y"

yOE Ty ="

yi' =0y, + 1y, + 0ys

y2' = 0y; + 0y, + 1y, langkah 3

y3,‘ = _1y1+0y2+OY3

dy; §i dy, _ dys _
dx 2 dx_y3 dx Y1

y1=1 Y. =—1 y3 =1

Solusi Eksak

y1' = 0y; + 1y, + 0y

y2' =0y, + 0y, + 1y; [74]
y3 = —1ly, + 0y, + 0y,

Persamaan [72] dapat dibentuk matriks A menjadi

0 1 0
0 0 1
-1 0 O

Untuk mendapatkan nilai eigen haruslah memenuhi
|A—1IA| =0

A=
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0 1 0] 1 0 O]
0 0 —-1(—10 1 04 =0
-1 0 O 0 0 1l
0 1 0] A 0 0]
0O 0 1{—1]0 2 o0]|=0
-1 0 Ol 0O 0 Al
-1 1 0
0 -1 1|=0
-1 0 -4
=1 4 1 0—-4 1
0 -1 10 -=-A=0
=irp @ ja-i=—1T"0
—22-1-0—-(0+0+0)=0
—3—-1=0
-2 +1)
—-A+1D)A2-2+1)=0
—-A+1)=0 atau (1*—21+1)=0
—b+Vb2—4
I =0 12.3= = ac
] 1 wmmGE=V(EI) 2 2@ 1)
1% i3 2(1)
14++/3i
Az = .
PSR g el
A ¥ N 2
Untuk 4, = —1
[1 1 O0][X1 0
0 1 1(|Y2]=]0
—1 0 111y3 0
[ V1 T Y2 0
Y2tY3 | =10
=Y T V3 0
Vi ="Y2 [75]
Vo= —Y3 [76]
Vi =1Y3 [77]
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V1

V1 V1
Yol =|—V1| =
V3 V1

1
Jadi vector eigen A = —1 adalah [—1]

1
-1
1

1
Uﬂtuk Az == 1+\/§i
[ ER3
_( ) ] 0
2
] V1 0
1++3
0 —( 2‘/_l> 1 [}’2 =H
N Y3 0
1+ v3i
ey 0 _( )
2 ]
[ [14+/3i ]
u > Y1 +Y2
1++/3i 0
3 > Y2 +y3|= [0
0
14 +/3i
i Y1 > ]
14++/3i
Y2 = > Y1
1++/3i
Y3 = 2 Y1
14+ +/3i
Yi=— > V3
[ 7L Y |
yi] | 1+V3i | | 1+V3i |
[)’2] = 2 y1 | =] 2 |J’1
0 I T
173 T vaEd
1
. 1+/3i
Jadi vector eigen A = 1+Val adalah 2
2
_1+\/§i
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_ 1-/3i

Untuk A3 =
[ /1—+/3i
_< . ) ! 0
0 <1—\/§i> )
2
1—+/3i
-1 0 —< >
[ (1—+/3i ]
—< > )3’1"‘3’2
1-+3i g
—< > >Yz+Y3=[8]
1—+/3i
__y1_< 2 )
1—+/3i
by ) V1
1—+/3i
Vs 3 2 V1
1—+/3i
Y1=—< 2 >Y3
V1 1
1 |[1— 3 ]| |[1—\/§i]|
H=| e
sl |2 | | 2 |
" TG S D =E
d
Jadi vector eigen 1 = i adalah 1_7@
2
T 1-y3Ei

Solusi umum dari persamaan [65] adalah

|

Y1
Y2
V3

|

0
0



- 1 -
1+\/§l _lx . \/§
+ ¢y 2 e 2°sin —x
2 2
L 1+ v3
E 1 =
DA
+c3 2 e 27cos —x
2 2
e

Untuk masalah nilaiawal y;(0) =1  y,(0) = -1

maka dperoleh

|
1 1 |1—\/§i|
[—1]=C1 -1 +C3| 2 |
1 1 Iz A4
" 13
c1tez=1
_C1 s 1_;/§i Cs - _1
2 —
C1 1_\@,—1

Eliminasi persamaan [78] dan [79]
Cl + C3 = 1

+1—\/§i
2

C3:_

C3 = 0
Substitusi nilai c; = 0 persamaan [66]
Cl + C3 = 1

C1+0:1

y3(0) =1

[78]
[79]

[80]
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C1=1

Jadi, solusi khusus dari persamaan [72] adalah
V1 1

Y2 | = [—1]

Y3 1

Solusi Numerik

h=0
:VI=1 }’2=—1 y3=1
30,1l = :

A 1

kys =£0(00,1,-1,1) =1(-1) = -1
ki, =£00,1,-1,1)=11) =1
kiz =£3(0,1,-1,1) = =1(1) = -1

1
h 10
X == = SSVA
y1t+kis > -5 3
1
)’1+k1.1><§—1—%
+ ki X 19—095
1 Mo S0
b i
YZ+k1.2XE——1+(1) 12—0
+kqip X 1+1
V2 12 %5 20
+ k X 19— 095
V2 12 %5 20 )
1
3’3+k1.3><§—1+(—1) %
+ k2 X 1 !
V3 1375 20
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h 19
yg +k1_3 Xzzﬁz 0,95

k,, = £,(0,05,0,95,-0,95,0,95) = 1(—0,95) = —0,95
k,, = £,(0,05,0,95,—-0,95,0,95) = 1(0,95) = 0,95
k,s = £5(0,05,0,95,—-0,95,0,95) = —1(0,95) = —0,95

1
b _ 0l
yl + k2_1 X = 1 + (_0,95)
2 2
h
:V1 3 k2.1 X E e 1 - 0,04‘75
h
V1 13 k2.1 X E = 0,9525
1
iy 10
yZ + kz_z X=—= _1 + (0,95)
2 2
h
yz + kz_z X E = _‘1 ar 0,04‘75
h
%) = kZ.Z X E = —0,9525
1
h 1 (005 | I0
y3+k2_3><2 =14 (—0,95) >

h
y3 + k2_3 X E - 1 IS 0,04‘75

h
y3 + k2_3 XE == 0,9525

ks, = £,(0,05,0,9525,-0,9525,0,9525) = 1(—0,9525) = —0,9525
ks, = £,(0,05,0,9525,—-0,9525,0,9525) = 1(0,9525) = 0,9525
ks s = £3(0,05,0,9525,—-0,9525,0,9525) = —1(0,9525) = —0,9525
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—_
N|O|b—\

h
Y1+ kay X5 =1+ (=09525)

h
Y1+ ksq X 5= 1—0,047625

h
y1 + k31 X == 0952375

2
'Y
e 10
Y2 +ksz X5 =-1+(09525)| <
h
Yo + kzp X S 1 +.0,047625
h
V2 +k3p X 5= —0,952375
1
h _ 10
¥z + k33 X 39 1+ (—0,9525) =3

h
y3 + k33 X 5= 1-0,047625

h
y3 + k33 X = 0,952375

ksy = £1(0,1,0,952375,-0,952375, 0,952375) = 1(—0,952375)

= —0,952375

k., = £5(0,1,0,952375,—1,052375, 0,952375) = 1(0,952375)
= 0,952375

k.3 = £3(0,1,0,952375,-1,052375, 0,952375) = —1(0,952375)
= Vs

1
yi(h) =y, + gh(km +2kyq + 2k3q + kyq)

1/1
y1(0,1) =1+ g(ﬁ) (=14 2(-0,95) + 2(—0,9525) — 0,952375)

1
y1(0,1) = 1+ =5 (=1 +2(=0,95) + 2(~0,9525) — 0,952375)
y,(0,1) = 1 -0,0959520833
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y,(0,1) = 0,9040479167

1
y2(h) =y, + gh(ku + 2k, + 2k3; + ky )

1,1
Y,(01) = —1 + 5(1—0) (1 + 2(0,95) + 2(0,9525) + 0,952375)

i:
y,(0,1) = -1 + %(1 + 2(0,95) + 2(0,9525) + 0,952375)

y,(0,1) = —1 4+ 0,0959520833
y,(0,1) = —0,9040479167

1
y3(h) =ys + gh(km + 2k, 3 + 2k33 + ky3)

=/ 1
oA E(E) (=1 + 2(—0,95) + 2(=0,9525) — 0,952375)

1
y3(0,1) =1+ 5(—1 + 2(—0,95) + 2(—0,9525) — 0,952375)

y3(0,1) = 1 — 0,0959520833
y3(0,1) = 0,9040479167

_ 1

40
ki1 =f1(0,0251,-1,1) = 1(-1) = -1
ki, = (500, FZSEEINELS L CIIRSE
kis = f3(0,025,1,-1,1) = —=1(1) = -1

h = 0,025

1
h 70
ki, Xx==1 1| —
Y1+ K11 ) +(-1) >
+ kX 1 !
1 1175 30
+k Xh—79—09875
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1
h —_—
)’2+k1.2><§:_1+(1) 470

+k h 1+1
X—= — e
Y2 12 %5 30

+k Xh— 79— 0,9875
V2 12 25 50 = )

1
h 40
J’3+k1.3><§=1+(_1) 70

+k xh—l 1
Y3 s~ 55+ 30

+k Xh—79—09875

ky, = £,(0,0125,0,9875,—0,9875,0,9875) = 1(—0,9875)

= —0,9875
ks, = £,(0,0125,0,9875,—0,9875,0,9875) = 1(0,9875) = 0,9875
ks = f5(0,0125,0,9875,—0,9875,0,9875) = —1(0,9875)

= —0,9875
s
h_ o 40
v, +kyq X 5 = 1+ ( 0,9875) >
h
Y1 +kz1 X5 =1-009875
h
yl + kZ.l X E == 0,90125
1
h_ 40
Y2 +kaz x5 =—1+(09875)( =

h

h
yz + kz_z X E == _0,90125
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1
bt 0
Vatkos X5 =1+(-09875)( =

h
Y3 + kp3 X 5= 1—-0,09875

h
y3 + ky3 X S 0,90125

ks, = £,(0,0125,0,90125,-0,90125,0,90125) = 1(—0,90125)

= —0,90125
ks, = £>(0,0125,0,90125,-0,90125,0,90125) = 1(0,90125)
=0,90125
ksz = f3(0,0125,0,90125,—-0,90125,0,90125) = —1(0,90125)
= —0,90125
1
i 4 0
Vit kan X5 =14 (=090125)( =
h
Vit ks X5 =1-0011265625
h
Y1+ kg1 X = = 0,988734375
1
Va 0
Y2 +ksp X5 ==1+(090125)( =

h
V2 + k3 X 5= —1+0,011265625

h
V2 + k3 X 5= —0,988734375

1
b 0
y3 + ki3 X 5= 1+ (—0,90125) 5

h
V3 + k33 X 5= 1-0,011265625
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h
Y3 + k33 X 5= 0,988734375

kyq = £,(0,025,0,988734375,—0,988734375,0,988734375)
= 1(—0,988734375) = —0,988734375

k., = £,(0,025,0,988734375,—0,988734375,0,988734375)
= 1(0,988734375) = 0,988734375

kys = f3(0,025,0,988734375,—0,988734375,0,988734375)
= —1(0,988734375) = —0,988734375

1
yi(h) =y, + '6‘h(k1.1 + 2k, + 2k3q + kyq)

1/1

i —(—) (=1 + 2(-0,9875) + 2(—0,90125)
6 \40

— 0,988734375)

1

+—(—1+2(-0,9875) + 2(—0,90125)
240

—0,988734375)

y,(0,025) = 1 — 0,0240259766
y,(0,025) = 0,9759740234

1
y2(h) =y, + gh(lﬁ.z + 2kp5 + 2k3p + ky )

171

4o (—) (1 + 2(0,9875) + 2(0,90125)
6 \40

+ 0,988734375)

1
+ 520 (14 2(0,9875) + 2(0,90125) + 0,988734375)

y,(0,025) = —1 4 0,0240259766
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y,(0,025) = —0,9759740234

1
y3(h) =ys + gh(km + 2k,3 + 2k33 + ky3)

y5(0,025) = 1
+2(55) (-1 +2(-09875) +2(-090125)
6 \40
— 0,988734375)
y5(0,025) =1
+ ;To (=1 + 2(=0,9875) + 2(—0,90125)
— 0,988734375)

y5(0,025) = 1 — 0,0240259766
y3(0,025) = 0.9759740234

1
h—0,0l—m

k1.1 — fl(ol 1:_ 1: 1) = 1(_1) =-1
k1.2 — fZ(Ol 11_ 1: 1) = 1(1) = 1l
k1.3 - f3(0l 1'_ 11 1) = _1(1) ==1

1
h ——
yi+kigX5=1+(-1) 0L
2 2
+k xh—1 L
V1 11725 = 200

h 199
Y1+ ki1 X5 =75-==0995

2 200
1
V2 + ki Xﬁ: -1+ (1) 100
2 2
1
)’2‘|‘k1.z><2 —1+m
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h 199
Vo + kqg X 5= 500" —0,995
1
Y3+ ki3 Xﬁ=1+(—1) 100
2 2
h 1
Y3+k1.3xi=1—rw
h 199
y3+k1.3x§=m=0,995

k,, = £1(0,005,0,995,-0,995,0,995) = 1(—0,995) = —0,995
k,, = £,(0,005,0,995,—0,995,0,995) = 1(0,995) = 0,995
kz3 = f3(0,005,0,995,—0,995,0,995) = —1(0,995) = —0,995

els
h - a
Y1+ kaq X o ity (—0,995) %
h
vy +kyq X E =1-0,004975
h
y1 +kaq X 5= 0,995025
ol
h__ 100
Y2 +kzz X ;= 1+ (0,995) >
h
Y2tk X5=—1+ 0,004975
h
Vo + ko X 5 = —0,995025
n 1
V3 + ka3 X 5= 1+ (=0,995) %

h
V3 + ka3 X 5= 1-0,004975

h
V3 + ka3 X > = 0,995025
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ks, = £,(0,005,0,995025,—-0,995025,0,995025) = 1(—0,995025)

= —0,995025
ks, = £,(0,005,0,995025,—0,995025,0,995025) = 1(0,995025)
= 0,995025
kss = £3(0,005,0,995025,—0,995025,0,995025) = —1(0,995025)
= —0,995025
o sl
Y1+ kgq X5 =1+ (=0995025) 12ﬂ
h
Y1+ ka1 X5 =1-0004975125
h
Y1+ ka1 X 5 =0,995024875
1
NE 100
Y2 +kzz X N = (0,995025) 3
h
Y2 +ksz X5 = —1+0,004975125
h
Y2 +ksz X5 = —0,995024875
1

Va 100
ys +kss x5 =1+ (-0995025) | 190

h
V3 + k33 X 5= 1—-0,004975125

h
V3 + k33 X 5= 0,995024875

k., = £,(0,01,0,995024875,—0,995024875,0,995024875)
= 1(—-0,995024875) = —0,995024875

k., = £,(0,01,0,995024875,—-0,995024875,0,995024875)
= 1(0,995024875) = 0,995024875
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ks = £5(0,01,0,995024875,—0,995024875,0,995024875)
= —1(0,995024875) = —0,995024875

1
yi(h) =y, + gh(km + 2kyq + 2ksq + kyq)

y1(0,01) =1+ %(ﬁ) (=1 + 2(~0,995) + 2(~0,995025)
_ 0,995024875)

Y1(0,01) = 1 + %(—1 4 2(=0,995) + 2(—0,995025)
= 0,995024875)

y,(0,01) = 1 — 0,0099584581
y,(0,01) = 0,9900415419

1
y2(h) =y, + gh(kxz + 2k, 5 + 2k3; + kyp)

il o]
1,(0,01) = —1 + g(m) (1 + 2(0,85) + 2(0,8725) + 0,869125)

y,(0,01) = -1

]
it 600 (1 +2(0,995) + 2(0,995025) + 0,995024875)

y,(0,01) = —1 + 0,0099584581
y,(0,01) = —0,9900415419

1
y3(h) = y3 + gh(kl.s + 2ky3 + 2k33 + ky3)

1/1
v5(03) =1+ E(ﬁ) (=1 + 2(—0,995) + 2(—0,995025)

—0,995024875)

1
y5(0.3) = 14 (=1+2(=0,995) +2(~0,995025)

—0,995024875)
y3(0,3) = 1 —0,0099584581
y5(0,3) = 0,9900415419
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1
h = 0,005 =300

k1.1 = fl(oi 1,_ 1) 1) = 1(_1) =-1
k1.2 = fz(O, 1,-1, 1) = 1(1) =1
k1.3 = fB(OJ 1,_1, 1) = _1(1) =-1

1
J’1+k1.1xﬁ=1+(—1) o
2 2
h 1
Y1+k1.1x§=1—m
i J389
y1+kia X§=m=0,9975
1
YZ+k1.2XE=_1+(1) 200
2 2
h 1
YZ+k1.2X§=—1+m
h 399
Y2 tkip X5 = =g505= 09975
g 1=
}’3+k1.3><ﬁ=1+(—1) a0h
2 2
h 1
Y3+k1.3><§=1_m

h 399
V3 + ki3 X 5= 200 D/l
k,, = f1(0,0025,0,9975,—-0,9975,0,9975) = 1(—0,9975)
= —0,9975
k,, = f,(0,0025,0,9975,—-0,9975,0,9975) = 1(0,9975) = 0,9975
k,s = f3(0,0025,0,9975,—-0,9975,0,9975) = —1(0,9975)
= —0,9975
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1

h_ o 200
yitkay X5 =1+ (=09975)| =

h
Y1+ kg X 5= 1 —0,00249375

h
y1 + ko1 X==0,99750625

2
h O
Y2 +kaz X5 =—1+(09975) Zzﬁ

h
V2 +kap X > & —1+ 0,00249375

h
V2 +kyp X -ia —0,99750625

Il

Yy 200
Vs tkzz X5 =1+4(=0,9975)| <=

h
V3 + ka3 X 5= 1-0,00249375

h
y3 t k3 X o 0,99750625

ks, = £,(0,0025,0,99750625, —0,99750625,0,99750625)
= 1(—0,99750625) = —0,99750625

ks, = £,(0,0025,0,99750625,—0,99750625,0,99750625)
= 1(0,99750625) = 0,99750625

kss = £5(0,0025,0,99750625,—0,99750625,0,99750625)
= —1(0,99750625) = —0,99750625

1
h 1
Y1+ k31 x5 =1+ (=099750625) Zzﬂ

h
Y1+ k3q X 5= 1-0,0024937656
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h
Y1+ ksq X 5= 0,9975062344

1
h I
y2 +ksy X5 = =1+ (0,99750625) Zzﬁ
h
Y2 + k3 X S —1+ 0,0024937656
h
Y2 +k3p X == —0,9975062344
L
'l 700
Y3 + k33 X e (—0,99750625) R,

h
V3 + k33 X 5= 1-0,0024937656

h
ys + k33 X 3 2 0,9975062344

k41 = £1(0,005,0,9975062344,—0,9975062344,0,9975062344)
= 1(—0,9975062344) = —0,9975062344

ks, = £,(0,005,0,9975062344,—0,9975062344,0,9975062344)
= 1(0,9975062344) = 0,9975062344

k43 = £5(0,005,0,9975062344,—0,9975062344,0,9975062344)
= —1(0,9975062344) = —0,9975062344

1
yi(h) =y, + gh(km +2kyq +2k3; + kyq)

¥,(0,005) = 1
+g <L> (=1 +2(-0,9975) + 2(—0,99750625)
61200
—0,9975062344)
y1(0,005) =1
+ 1500 ("1 +2(=0,9975) + 2(=0,99750625)

—0,9975062344)
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y:(0,005) = 1 — 0,0049895989
y1(0,005) = 0,9950104011

1
y2(h) =y, + gh(ku + 2ky5 + 2k3p + ky )
y,(0,005) = =1

1
g™ (200) (1+2(0,9975) + 2(0,99750625)

+0,9975062344)
¥2(0,005) = —1

J
+ m(l +2(0,9975) + 2(0,99750625)

+ 0,9975062344)
y,(0,005) = —1 + 0,0049895989
y,(0,005) = —0,9950104011

J
y3(h) = y3 + gh(kLs + 2ky3 + 2k33 + ky3)

v5(0,005) = 1
+1<1)( 1+ 2(-0,9975) + 2(—0,99750625
6 \200 - & )
—0,9975062344)
v5(0,005) = 1

+ 1756 ("1 + 2(=09975) + 2(=0,99750625)

—0,9975062344)
y3(0,005) = 1 — 0,0049895989
y5(0,005) = 0,9950104011

Solusi soal no 2)
y"+5y"+7y"+3y=0
y(0 =1 y(0)=0 y"(0)=-
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Solusi Eksak y(x) = e™ + xe™

yIII — _5y” — 7y’ — 3:)/

Yi=Y

V2 =Y

s = yrr

ym rll _5y” . % 7y' — 3y = —5)73 - 7)’2 e 3)/1

y1' = 0y; + 1y, + Oy;
y2' = 0y; + 0y, + 1y,
Y§ = _3y1 w 7y2 _SY3

dy, dy, _ dyap ¥

d_xl—YZ d_xz— 3 d_;__3y1_7y2_5y3
y1=1 y. =0 ys = —1

Solusi Eksak

y1' = 0y; + 1y, + 0y;
v, =0y, + 0y, + 1y
yé = _3y1 _7y2 _5y3

Persamaan [81] dapat dibentuk matriks A menjadi

0 1 0
A=10 0 1
-3 =7 =5
Untuk mendapatkan nilai eigen haruslah memenuhi
|A—1IA| =0

EACIRAE

=0

langkah 1

langkah 2

langkah 3

[81]
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0 A 0 O
1 0 14 0
- —7 -5 0 0 2

1
0 -1 1 =0
-3 -7 =5
-1 1 0o -1 1
0o -4 1 0 -—-A(=0
-3 -7 -5—-1-3 -7
—3-543-3+0—-(0+714+0)=0
—23-523—-71-3=0
1+1)AQA+1)(=21-3)=0
A+1)=0 atau (—=1—-3)=0
/11 = _1 Az = _1 = _3
[l 1 01[YV 0
0 1 11|Y2]1=10
-3 =7 —411Y¥3 0
Y1ty 0
Y2 b =10
=3y — 7y, — 4y; 0
yi+y,=0 [82]
y2+y3=0 [83]
—3y1 =7y, —4y; =0 [84]
Eliminasi persamaan [82] dan [84]
y2+y3:0 X7 7y2+7y3:0
=3y, =7y, —4y; =0 X113y, =7y, —4y; =0 +
_3y1 + 3y3 == 0
Yi=1Y3
Vi ="Y2 [85]
Vo= —Y3 [86]
Vi =Y3 [87]
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V1 V1
V2l =|""M1| = 1
V3 1

1
Jadi vector eigen A, = —1 adalah [—1]

1
-1
1

1
[ 1 1 01[)V 1
0 1 111Y2]=|-1
-3 =7 —411Y3

1
Y1ty 1
Y2 + Y3 =|-1

=3y, — 7y, — 4y; 1

ity =1 [88]
Y2 +y3 =—1 [89]
-3y =7y, —4y; =1 [90]

Pilih y; = —1 maka

y.+y3=—1
e ‘at

y. =0

=3y1 =7y, —4ys =1
-3y, —7(0)—4(-1) =1

-3y, —-0+4=1
y1=1

V1 V1 1

yz = 0 = 0 yl
V3 —V1 -1

1
Jadi vector eigen A = —1 adalah [ 0 ]

-1
Untuk 4, = =3
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[ 3 1 071 0
0 3 1 ||Y2|=|0
-3 =7 =211)3 0

3y1 + ¥ 0

3y, +ys3 =10
=3y, — 7y, — 2y; 0
3y1+y, =0 [91]
3y, +y; =0 [92]
=3y, =7y, =2y;=0 [93]

Eliminasi persamaan [91] dan [93]

3y, ~7y:—2y3=0 X3=9y;, — 21y, —6y; =0
+
SO0ins S =0
e B

=3 =Y
=3y, =3
91 =3

V1 Y1 1

V2| = |73 =|-3|m

V3 EAZ) 9

1
Jadi vector eigen A = —3 adalah [—3
9

Solusi umum dari persamaan [69] adalah

V1 1 1 1

V2l =cy|-1le™*+c,| 0 |e ™ +c3|-3[e™*

Y3 1 -1 9
Untuk masalah nilai awal y;(0) =1 y,(0) =0 y3(0) = —1 maka
dperoleh

1 1 1 1

0 = -1 +C2 0 +C3 -3

-1 1 -1 9
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cit+c+tce3=1
—c;—3¢c3=0
€1 —C;+9¢c3; =-1
—c;—3c3=0

1 = _3C3

Substitusi persamaan [95] ke persamaan [92] dan [94]

CF T et ic =0l
—3C3+C2+C3=1

C2_2C3=1

N — e =51

—age=aey § 96 =

—Cy + 603 = -1

Eliminasi persamaan [83] dan [84]
c;—2¢c3=1

—Cy +6c3 = -1

4c3 =0

C3=0

Substitusi ke persamaan [95]

¢, =-3c;=-3(0)=0

Substitusi nilai ¢, dan c; ke persamaan [92]

C1+C2+C3:1
O+c,+0=1

C2:1

Jadi, solusi khusus dari persamaan [79] adalah

V1
V2
V3

[92]
[93]
[94]

[95]

[96]

[97]

52



Solusi Numerik

h=0

y1=1 y2=0 y3=-1
h=0,1= :

P«

k1.1 = fl(oﬁ 1! O,—l) = 1(0) =0
k1.2 i fZ(OJ 1! O,—l) = 1(_1) =—1
ks = f3(0,1,0,-1) = —3(1) — 7(0) =5(-1) =-3+5=2

1
h i
Y1+k1.1><§=1+(0) -12—0

h
yitkiaX5=1

2
h
itk X5=1
2
43
10
YZ+k1.z><§—0+(—1) ‘-
+ ki, X 0 !
V2 1225 20
+ ki, X ! 0,05
V2 12 %5 20 D
b A1
10
3’3+k1.3><§ -1+ (2) >
1
)’3""151.3><2 _1+E
+ ki3 X 9— 09
V3 1375 10 )

k,, = f1(0,05,1,-0,05,—0,9) = 1(—0,05) = —0,05



ks, = £,(0,05,1,-0,05,—0,9) = 1(=0,9) = —0,9
k2.3 = f3 (0'05' 1' _0'05; _0;9) = _3(1) - 7(_0;05) - 5(_0;9)
= 1,85

1
I 10
Y1tk x5 =1+ (=005

h
Y1+ kpq X 5= 1-0,0025

h
Y1+ kaq X 5 =0,9975

1
A I
Y2+ ko X5=0+(-09)
2 2
h
YZ+k2.z><§=0—0,045
h
Y2 tkyp X 5% —0,045
n=
i) 10
Y3t ka3 X5 = 1+ (1,85) >

h
ys tkas XE =—1+ 0,0925

h
V3 + ka3 X 3= —0,9075

ks, = £,(0,05,0,9975,—0,045,—0,9075) = 1(—0,045) = —0,045
ks, = £,(0,05,0,9975,—0,045,—0,9075) = 1(—0,9075) = —0,9075
kss = f5(0,05,0,9975,—0,045, —0,9075)

= —3(0,9975) — 7(—0,045) — 5(—0,9075)

= —0,9525 = 1,86
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1
h 10

y1+k3_1><2—1+( 0,045) 5
h

Y1+ ksq X 5= 1-0,00225

h
yl + k3_1 X E B 0,99775

1
L 10

h

h
V2 13 k3.2 X E — _0,045375

1
'y A 10
v+ ks x 5= —1+ (186) 1

h
y3 eI k3_3 XE = —1 + 0,093

h
V3 + k3_3 X E - _0,907

ks, = £(0,1,0,99775,—0,045375,—0,907) = 1(—0,045375)

= —0,045375
ks, = £,(0,1,0,99775,—0,045375,—0,907) = 1(—0,907) = —0,907
kys = f5(0,1,0,99775,—0,045375,—0,907)

= —3(0,99775) — 7(—0,045375) — 5(—0,907)

= 1,859375

1
yi(h) =y, + gh(km +2kyq + 2k3q + kyq)

1/1
(O =1+ (E) (0 + 2(—0,05) + 2(—0,045) — 0,045375)

1
y,(0,1) =1+ % (0 4+ 2(—0,05) + 2(—0,045) — 0,045375)
y,(0,1) =1 —0,0039229167
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y,(0,1) = 0,9960770833

1
y2(h) =y, + gh(ku + 2k, + 2k3; + ky )

1/1
y2(0,) =0+ (1—0) (=1 + 2(=0,9) + 2(=0,9075) — 0,907)

i
y,(0,1) =0+ %0 (—1 + 2(=0,9) + 2(—0,9075) —0,907)

y,(0,1) = 0 — 0,0920333333
y,(0,1) = —0,0920333333

1
y3(h) =ys + gh(km + 2k, 3 + 2k33 + ky3)

1A
ya(0,1) = —1 4 g(ﬁ) (2 + 2(1,85) + 2(1,86) + 1,859375)

1
y3(0,1) = -1+ %(2 +2(1,85) + 2(1,86) + 1,859375)

y3(0,1) = —1 + 0,1879895667
y3(0,1) = —0,8120104333

_ 1
40
ki, =£00,1,0,—1) =1(0) =0
ki, =£,(0,1,0,—1) = 1(-1) = -1
ki3 =£;(0,1,0,—1) = —3(1) — 7(0) — 5(-1) = 2

h = 0,025

.
%0

h
ki, Xx==1 0
Y1+ K11 ) + (0) >

h
y1+k11><§:1+0

h
3’1+k1.1><§:1
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1

h 20

Y2 t 1.2><2 + (—1) >
+k h 0 !
X — = R
Y2 12 %5 30

h 1
Yo+ ki X==——=-0,0125

2 80
. ol
J’3+k1.3><§=—1+(2) 42—0

h it
V3t ks X§=—1+E

+k xh— e 0,975
Y3 S ) ol A

ky, = £,(0,0125,1,—0,0125,—0,975) = 1(—0,0125) = —0,0125
ky, = f,(0,0125,1,—0,0125,—0,975) = 1(—0,975) = —0,975
ks = f5(0,0125,1,—0,0125,—0,975)

= —3(1) — 7(=0,0125) — 5(—0,975) = 1,9625

T
T 0
Vi tkay X5 =1+ (=0,0125)| =
h
1+ kg X B 1-0,00015625
h
Y1+ kaq X i 0,99984375
1
b ot %0
Y2+ kzz X5 =04 (=0975)| =

h
V2 + kpp X 5= 0—0,0121875

h
Y2+ kpp X > = —0,0121875
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1
h__ N}
Yatkos X5 =—1+(1,9625)( =

h
Y3 + kp3 X 5= —1+ 0,02453125

h
y3 + ky3 X S —0,97546875

ks, = £1(0,0125,0,99984375,—0,0121875, —0,97546875)
= 1(—0,0121875) = —0,0121875

ks, = f,(0,0125,0,99984375,—0,0121875, —0,97546875)
= 1(—0,97546875) = —0,97546875

kss = f3(0,0125,0,99984375,—0,0121875, —0,97546875)
= —3(0,99984375) — 7(—0,0121875)
— 5(—0,97546875) = 1,963125

i

L 0
v+ ks X ¥ 18E ( 0,0121875) >
h
v, +ksqi X E =1-0,0001523438
h
vy, + k3_1 X 5 = 0,9998476563
1

Ol Ve 70
v, + ks, X > 0+ ( 0,97546875) >

h
V2 + k3 X 5= 0—-0,0121933594

h
V2 + k3z X 5= —0,0121933594

1

h_ 0
V3 + k33 X 5= 1+ (1,963125) 5

h
V3 + k33 X 5= —1+ 0,0245390625
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h
ys + k33 X 5= —0,9754609375

ky, = £,(0,025,0,9998476563,—0,0121933594, —0,9754609375)
= 1(—0,0121933594) = —0,0121933594

ky, = f,(0,025,0,9998476563,—0,0121933594, —0,9754609375)
= 1(—0,0121933594) = —0,0121933594

kys = £:(0,025,0,9998476563,—0,0121933594 — 0,9754609375)
= —3(0,9998476563) — 7( —0,0121933594)
~ 5(—0,9754609375) = 1,9631152344

1
yi(h) =y, + gh(km + 2k, + 2k3q + kaq)

i8d1
3 g(ﬁ) (0 +2(—0,0125) + 2(—0,0121875)
—0,0121933594)
+ m(o T2(=00La0) Y- 26 BT 28875 )

—0,0121933594)
y,(0,025) = 1 — 0,0002565348
y,(0,025) = 0,9997434652

1
y2(h) =y, + gh(km + 2kp5 + 2k3, + ky )
1/1
+ E(E) (=1 + 2(=0,975) + 2(—0,97546875)
—0,0121933594)
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¥2(0,025) = 0

1
+ 240 (=1 +2(-0,975) + 2(—0,97546875)

—0,0121933594)
y,(0,025) = 0 — 0,0204713786
y,(0,025) = —0,0204713786

1
y3(h) =ys + gh(k1.3 + 2k,3 + 2k33 + ky3)

JorEi

- (—) (2 +2(1,9625) + 2(1,963125)
6 \40

+ 1,96311352344)

1
o 220 (2 +2(1,9625) + 2(1,963125)

+1,9631152344)
y5(0,025) = —1 + 0,0492265218
y5(0,025) = —0,9507734782

} 1
100
ki; = £(0,1,0,-1)=1(0) =0
ki, =£(010-1)=1(-1) = -1
kis = f3(0,1,0,=1) = =3(1) = 7(0) = 5(=1) = 2

h=10,01

1

h —_—
)’1+k1.1><§:1+(0) 100

y1+ki1X5=1+0

yitkiaxX5=1
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Y2+ ki X§—0+(—1) %
1
J’2+k1.2><2 0_2_00
1
Y2 tkip X5 =—505=-0005
oy
Y3+ kiz Xﬁ——1+(2) 00}
2 2
h 3t
3’3+k1.3><§ —1+m
h 99
Y3+k13><§ —1—00-——0,99

ky, = £,(0,005,1,—0,005,—0,99) = 1(—0,005) = —0,005
ky5 = £,(0,005,1,—0,005,—0,99) = 1(—0,99) = —0,99
ks = £5(0,005,1,—0,005, —0,99)

= —3(1) — 7(=0,005) — 5(—0,99) = 1,985

1
h [ w
yi ka1 X5 =1+ (~0,005) %
h
y1+ka1 X N 1-0,000025
h
y1+kaq X 5= OMID80 A5
\ 1
Y2 +kyp X 5= 0+ (=0,99) %

h
V2 + kpp X > =0-—0,00495

h
Y2+ kpp X 5 = —0,00495
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1

h I
ys + ks X 5 = =1+ (1,985) %

h
Y3 + kp3 X 5= -1+ 0,009925

h
Y3+ ky3 X S —0,990075

ks, = £1(0,005,0,999975,—0,00495,—0,990075) = 1(—0,00495)
= —0,00495

ks, = f,(0,005,0,999975,—0,00495, —0,990075) = 1(—0,990075)
= —0,990075

ks = £3(0,005,0,999975,—0,00495, —0,990075)
= —3(0,999975) — 7(—0,00495) — 5(—0,990075)

= 1,9851
b =3
yi + kg X5 =1+ (~0,00495) %
h
Y1+ ks X5 =1-0,00002475
h
y1 + kg X5 =0,99997525
b iy
Y2 + k32 X 5 = 0+ (~0,990075) 13_0
h
y2 + ks X 5 = 0—0,004950375
h
Y2 +k3a X 5= —0,004950375
b 1
Vs +kaz x5 =—1+(19851) 12ﬂ

h
V3 + k33 X 5= —1+ 0,0099255
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h

ki = £,(0,01,0,99997525,—0,004950375, —0,9900745)
= 1(—0,004950375) = —0,004950375

ky, = f,(0,01,0,99997525,—0,004950375, —0,9900745)
= 1(—0,9900745) = —0,9900745

kys = f3(0,01,0,99997525,—0,004950375, —0,9900745)
= —3(0,99997525) — 7(—0,004950375)
— 5(—0,9900745) = 1,98845099375

1
yi(h) =y, + gh(km + 2k, + 2k3q + kaq)

171
y1(0,01) = 1+ E(ﬁ) (0 + 2(—0,005) + 2(—0,0495)

—0,004950375)

i
y1(0,01) = 1 + ==5(0 + 2(~0,005) + 2(~0,0495) = 0,004950375)

y,(0,01) = 1 — 0,0001899172
y,(0,01) = 0,9998100827

1
y2(h) =y, + gh(kLz + 2ky, + 2k3; + ky )

1t
y,(0,01) =0+ g(ﬁ) (=1 + 2(-0,99) + 2(—0,990075)

—0,9900745)

1
y,(0,01) =0+ 500 (=14 2(=0,99) + 2(—0,990075)

—0,9900745)
y,(0,01) = 0 — 0,0099170408
y,(0,01) = —0,0099170408
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1
y3(h) =ys + gh(km + 2k,3 + 2k33 + ky3)

y5(0,01) = -1
L1 (L) (2 + 2(1,985) + 2(1,9851)
6\100
+1,98845099375)
y5(0,01) = —1

1
+ 500 (2 +2(1,985) + 2(1,9851) + 1,98845099375)

y3(0,01) = —1 + 0,0198814183
y3(0,01) = —0,9801185817

1
h=0,005=-——

ki = £(0,1,0,-1) =1(0) =0
ki =1£(0,1,0,-1) =1(-1) = -1

1
200
Y1+k1.1><§:1+(0) o
h
}’1+k1.1><§=1+0
h
yitkiaX5=1
.,
b A 1Y
Vot kizX-=0+(-1) £
2 2
+ki, X 0 !
Y2 12 %5 200
+ k5 X ! 0,0025
Y2 12 %5 200 )
b 1
3’3+k1.3><§ -1+ (2) %
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3’3+k1.3><2 —1+m
e X h 199 — _0995
V3 13 %5 200 ,

ky1 = £,(0,0025,1,—0,0025,—0,995) = 1(—0,0025) = —0,0025
ky, = £5(0,0025,1,—0,0025,—0,995) = 1(—0,995) = —0,995
kys = £:(0,0025,1,—0,0025,—0,995)

= —3(1) — 7(=0,0025) — 5(—0,995) = 1,9925

1
h —_
Y1+ kza X5 =1+ (=0,0025) Zzﬁ
h
1+ kaq X 1A 1—0,00000625
h
1+ kaq X ] 0,99999375
h -
Y2t kyp X % 0+ (—0,995) Zzﬂ
h
V2 tkyp X 7= 0 — 0,0024875
h
Vo +kap X > = —0,0024875
n 1,
Vs +kaz X5 = =1+ (19925) %

h
V3 + ka3 X 5= -1+ 0,00498125

h
V3 + ka3 X 5= —0,99501875

ks, = £,(0,0025,0,99999375,—0,0024875,—-0,99501875)
= 1(—0,0024875) = —0,0024875
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ks, = £,(0,0025,0,99999375, —0,0024875, —0,99501875)
= 1(—0,99501875) = —0,99501875

kis = £3(0,0025,0,99999375, —0,0024875, —0,99501875)
= —3(0,99999375) — 7(—0,0024875)
— 5(—0,99501875) = 1,992525

1
h -
y1 +ks1 X5 =1+ (=0,0024875) %
h
Y1+ ks X5 =1-0,0000062188
h
y1 +ksq X 5 = 09999937813
S
| = 200
Y2 +kgp X5 =0+ (-0,99501875) >
h
y2 + ks X5 = 0~ 0,0024875469
h
y2 + kay X 5 = ~0,0024875469
b S
ys + ka3 X5 = ~1+(1,992525) Zzﬁ

h
V3 + k33 X 5= -1+ 0,0049813125

h
V3 + k33 X 5= —0,9950186875

k., = £,(0,005,0,9999937813,—-0,0024875469,—0,9950186875)
= 1(—0,0024875469) = —0,0024875469

k,, = £,(0,005,0,9999937813,—-0,0024875469,—0,9950186875)
= 1(—0,9950186875) = —0,9950186875
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k,s; = f3(0,005,0,9999937813,—-0,0024875469,—0,9950186875)

= —3(0,9999937813) — 7(—0,0024875469)
— 5(—0,9950186875) = 1,9925249219

1
yi(h) =y, + gh(km + 2kyq + 2ksq + kyq)

y1(0,005) =1
DAL
" 5(%) (0 +2(=0,0025) + 2(—0,0024875)
—~0,0024875469)
¥1(0,005) = 1
/ %00(0 +2(~0,0025) + 2(—0,0024875)
— 0,0024875469)

y,(0,005) = 1 — 0,0000062395
y,(0,005) = 0,9999937605

il
y2(h) =y, + gh(kLz + 2k, , + 2k3; + ks )

¥,(0,005) = 0
* l(i> (=1 + 2(-0,995) + 2(—0,99501875)
6\200
— 0,9950186875)
y,(0,005) = 0
+ ﬁ(‘l +2(—0,995) + 2(—0,99501875)
— 0,9950186875)

y,(0,005) = 0 — 0,0049792135
y,(0,005) = —0,0049792135

1
y3(h) =y, + gh(k1.3 + 2ky3 + 2k33 + ky3)
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1/ 1
+ E(ﬁ) (2 +2(1,9925) + 2(1,992525)

+ 1,9925249219)
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Sehingga Galat dari soal no 1 dan 2 adalah:

Tabel 1. Galat Sistem Persamaan Diferensial

Soal Solusi Eksak Ukuran Solusi Numerik \Solusi Eksalk Cja;a:lusi Numerik|
langkah
V1 Y2 V3 V1 V2 V3 V1 V2 V3
1 -1 1 0 1\ -1 1 0 0 0
1 -1 1 0,1 0,9040479167 | -0,9040479167 0,9040479167 | 0,0959520 | 0,0959520 | 0,0959520
833 833 833
1 -1 1 0,025 | 0,9759740234 | -0,9759740234 0,9759740234 | 0,0240259 | 0,0240259 | 0,0240259
1 766 766 766
1 -1 | 0,01 | 0,9900415419 | -0,9900415419 0,9900415419 | 0,0099584 | 0,0099584 | 0,0099584
581 581 581
1 -1 1 0,005 | 0,9950104011 | -0,9950104011 0,9950104011 | 0,0049895 | 0,0049895 | 0,0049895
989 989 989
1 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0
2 1 0 -1 0,1 0,9960770833 | -0,092033333 -0,8120104333 | 0,0039229 | 0,0920333 | 0,1879895
167 33 667
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-1 0,025 | 0,9997434652 | -0,024713786 -0,9507734782 | 0,0002565 | 0,0247137 | 0,0492265
348 86 218

-1 0,01 0,9998100827 | -0,0099170408 | -0,9801185817 | 0,0001899 | 0,0099170 | 0,0198814
173 408 183

T 0,005 | 0,9999937605 | -0,0049792135 | -0,9900311876 | 0,0000062 | 0,0049792 | 0,0099688
395 135 124
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BAB 5

PENUTUP

5.1. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya dapat ditarik
kesimpulan untuk menentukan solusi persamaan diferensial orde-3 dengan
metode Runge-Kutta orde-4 adalah:

a. Mereduksi persamaan diferensial orde-3 menjadi sistem persamaan
diferensial orde-1.

b. Menentukan nilai eksak sistem persamaan diferensial.

c. Menentukan solusi numerik dengan metode Runge-Kutta orde-4
dengan masalah nilai awal dan ukuran langkah atau interval (h)
yang telah ditentukan seperti pada soal nomor satu atau penulis
tentukan berdasarkan referensi pada soal nomor dua.

d. Menentukan galat (error) pada tiap interval yang berbeda.

Dari hasil perhitungan didapat solusi numerik mendekati nilai eksak saat

ukuran atau interval cukup kecil.

5.2 Saran
Pada penelitian ini hanya menyelesaikan persamaan diferensial linear
homogen orde-3 dengan metode Runge-Kutta orde-4. Saran penulis untuk
penelitian selanjutnya adalah menyelesaikan bentuk persamaan diferensial
lainnnya atau menyelesaikan persamaan diferensial orde tinggi dengan cara

numeric tanpa mereduksi menjadi sistem persamaan diferensial.
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